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EXERCICES| CORRIGE

0. Montrer que tous les plans affines sont isomorphes.

Soient (P, f) et (Q, g) deux plans affines réels. Choisissons p € P et ¢ € Q deux points. Alors les applications
fp: P — IR folz) = f(p,x) et g4: Q — R 9¢(y) = g(g,y) sont des bijections, elles admettent donc des
inverses, que l'on écrira f, Let 9q-
Montrons que ¢ = g; o fp: P — Q est un isomorphisme de plans affines, c’est-a-dire montrons que

Va,b € P g(p(a), p(b) = f(a,b) Vm,n € Q f(¢*(m), ¢ (n)) = g(m,n)
Prenons a, b € P et appelons 7, = f,(a), 7, = f,(b), puis ya = g;(7a) et y» = g;(rp). Ces dernitres égalités
sont équivalents & g(q,Ya) = 9¢(Ya) = 7a €t g(¢: ys) = gq(y) = 70.

9((a), (b)) = g (95(fp(a), 53 (fp(0))) = g (93 (ra). g4 (rs)) = 9(Ya, )
= 9(Wa, @) + 9(a:90) = 9(¢;90) — 9(¢,Ya) =76 —7a
Par ailleurs: f(a7 b) = f(a7p) + f(p7 b) = f(pa b) - f(pa a) =Tp —Ta
On donc montré que g(p(a), (b)) = f(a,b) pour tout a, b. Et donc que ¢ est un morphisme. La
démonstration que ¢* est un morphisme est tres similiaire: Soit m, n € Q r,, = gg(m), r, = g4(n),
puis T = f, (rm), Tn = [, (rs) cest-a-dire que f(p, zm) = fp(Tm) = m et f(p,2n) = fp(zn) = 0.
On a alors: @™ (m), @™ (n)) = f(zm, 2n) = f(p,2n) = f(Tm,p) =T —Tm
Alors que glm,n) =g(q,n) —glg,m) =1y, —rm
Et donc ¢ est un morphisme de plan affine lui aussi. On a donc montré que ¢ = g; o f;, est un isomorphisme
de plan affine réel.
Q

1.Soient A, B, C, D et E cing points quelconques d’un plan affine réel. Comment définit-on le segment
d’origine A, orienté, obtenu comme somme des segments orientés BC' et DE ?

Observons que, dans un plan affine réel (P, f), on peut construire la translation 745 qui envoye A sur B en
posant: Tap(z) = f4(fa(z) + f(A, B)). Ainsi pour obtenir le point F' tel que AF = BC + E_E), il suffit de
poser F = f3 (fB(C) + fp(C)) puisque:

AF = f(A,F) = fa (fi(f5(C) + fp(E))) = f5(C) + fp(E) = BC + DE

2. Construire une structure de plan réel affine sur R® = {(z,y) |z €R et y € R}.
En posant f(a,b) = b—a Va,b € R® (on fait ici la différence dans I'espace vectoriel IR*), on obtient une
2
application f: (|R2) — IR?. Vérifions les deux conditions pour que (|R2, f) soit bien un plan réel affine.

(i) Soit # € IR?, Papplication f,: R* — R? f,(y) = y—= admet un inverse f2(y) = y+z. Vérifions
que ces deux applications sont bien inverses I'une de l'autre.

flofu) =filly—a)=y—z+az=y YyecR’

foofiy) = foly+a)=y+a—z=9y VyeR’
Ainsi f, o fi = fi o f; est 'identité sur IR®. Et donc fz admet un inverse, i.e. est une bijection
pour tout z € R%,
(i) fr,y)=y—ax=z—x4+y—z=f(z,2)+ f(z,y) Va,y,z€ R
On a donc montré que (IRQ, f) est un plan affine réel.



3. Montrer que les perpendiculaires élevées aux deuxr cotés d’un angle a des distances égales du sommet se
coupent sur la bissectrice de l’angle.

Hypotheéses: Soient A, B et C trois points d’un plan réel affine P, tels que AB = AC

et soient b la droite passant par A et B, C la droite passant par A et C, d la droite

perpendiculaire & b passant par B et d’' la droite perpendiculaire & ¢ passant par C,

appelons alors D le point d’intersection de d et d’.

Conclusion: Nous voulons montrer que D est sur la bissectrice de I'angle en BAC,

c’est-a~dire que BAD = CAD. - -

Démonstration: Par hypothese ABAC est isocele en A donc ABC = ACB or
ABC + CBD = ABD =1 droit = ACD = ACB + BCD

donc BCD = CBD. Ainsi ADCB est isoctle, i.e. DB = DC. Maintenant, par le critere Coté-Coté-Coté,

on a que le triangle BAD est congruent au triangle CAD. Donc les angles BAD et C AD coincident.

4. Soit P un point a Uintérieur d’un triangle ABC. Montrer que:
5 (AB+BC+CA) < AP+ BP+CP < AB+ AC + BC

a) Montrons d’abord que % - (AB + BC + CA) < AP + BP + CP. 1l nous suffira d'utiliser I'inégalité
triangulaire qui nous dit que dans un triangle la longueur d’un c6té est inférieure a la somme des

longueurs des deux autres cotés. On considere AAPB, on a donc AB < AP + PB (et égalité si et

seulement si P € A—B>) Puis BC < BP + PC et CA < CP + PA. En sommant ces trois inégalités,
on obtient:

AB+BC+CA<AP+PB+BP+PC+CP+PA=2-AP+2-BP+2-CP

et donc & - (AB+ BC + CA) < AP+ BP + CP.
Il faut noter que nous n’avons pas eu besoin du fait que P est a l'intérieur du triangle.

Nous avons prouvé l'inégalité non-stricte. Reste a voir si 1’égalité est possible. Dans chacune des
premieres inégalités, nous ne pouvions avoir égalité que si P était sur le c6té du triangle. Comme P
ne peut étre sur les trois cotés, il résulte qu’au moins un inégalité est stricte et donc que la somme est

stricte.
1. (AB+BC+CA) < AP+ BP+CP

b) Pour prouver AP+ BP + CP < AB + AC + BC, il nous faudra absolument utiliser le fait que P est
dans lintérieur du triangle, puisque sinon P pourrait s’éloigner arbitrairement de A, B et C, le coté
gauche pourrait grandir arbitrairement sans que le c6té droite ne bouge. Ceci serait absurde.

Dans cette deuxieéme partie, ’auteur n’a pas trouvé de meilleure preuve qu’en utilisant fortement
I'algebre linéaire. Dans ce cadre, que veut dire étre a I'intérieur du triangle 7

Euclide avait parlé de demi-plans et avait méme défini un polygone “plein” comme l'intersection de
demis-plans. Il nous faut définir un demi-plan: étant donné une droite d d’un plan réel affine (P, f),
on peut construire un repere de celui-ci au moyen de deux points O et X de d et d’un point Y hors
de d. Tous les points P de P peuvent alors étre écrits avec deux coordonnées uniques A et f tels que

— — —
OP = \-OX + - OY. Deux points P et @ hors de d seront dit dans le méme demi-plan défini par d
ou du méme coté de d si fip et fig ont le méme signe. On peut vérifier que la relation étre du méme
cOté de d est alors une relation d’équivalence et qu’elle revient au méme que de définir que P et Q)
sont du méme c6té de d si et seulement si le segment PQ en touche pas d. C’était 1a la définition
originale d’Euclide.

Revenons maintenant & nos moutons; on a donc un triangle ABC' que nous supposons non-dégénéré
(i.e. les trois points ne sont pas sur une méme droite) sinon l'intérieur a peu de sens... Le point P de
notre probleme est alors & Uintérieur de AABC si P et C sont du méme coté de la droite AB, si P
et B sont du méme c6té de AC et si P et A sont du méme coté de BE.



Introduisons des coordonnées pour chaque repere que l'on peut construire avec ces trois points. Il
existe donc six réels positifs Aa, fta, Ap, in, Ac et fic tels que:

— — —

AB = As-AB+pa - AC AB < Ay AB+pua - AC

BP — )\B,ﬂ +MB'B—C>' qui implique BP < Ap-BA +up - BC
. CP < Ac-CA -CB
CP = Ac'a+uc'03 - © the

Le deuxieme systeme nous donne, en sommant, que
AB+ BP+CP < (Aa+Ap)-AB+ (g + pic) - BC + (ua + A¢) - CA

Observons que les réels ne peuvent étre nuls sinon P serait sur un des c6tés. Il nous suffit maintenant
montrer que Ag + Ag < 1, W+ e <let g + Ao < 1.

Commencons par Ay + Ap. Remarquons qu’en soustrayant les deux premieres égalités vectorielles,
on obtient:

—_— —_— = — — — — — — —
AB=AP —BP =Xy -AB+ jts - AC —Ag-BA— up-BC = (Aa+ AB) - AB+ ua - AC + up-CB
Deux cas se présentent alors:
— — —
~Si pa - AC + pup - CB n’est pas colinéaire a AB, ou s’il est nul, ’égalité nous donne alors
Aa+Ag =1 et uA-A—C)’—i-,UJB~C’—B> = ﬁi.e. Ha = pp =0 (puisqueA—C)’etC'—B)sont
indépendants)
— — — %
—Si g - AC + pup - CB est non-nul et colinéaire & AB, on a alors un k € IR” tel que:
—_— — —_— s = —_— —
k-AB = -AC+ up -CB=ps- (AC+CB)+ (4 — ta) - CB=pa-AB+ (p — ta) - CB
qui implique (puisque AB et OB sont linéairement indépendants) que g = fta et ptg =k, on
obtient alors:
AB=Aa+Ap) - AB + fia-AB = (Aa+ Ap + jia) - AB
et donc Ag + Ap + fia = 1 (puisque AB #0) ainsi (puisque Ag > 0) Ag + Ap < 1.

Le raisonnement pour ip + ftc < 1 est méme. On a:
— —_— — —_— —
BC =BP—-CP=(ug+ pc) BC+ Ag-BA+ A\ - AC

— — — —

—si Ap-BA+Ac-AC n’est pas colinéaire & BC ou est nul alors fig+fic = 1 et Ag-BA+Ao-AC =

0. Donc A\g = A¢ = 0 ce qui impliquerait que BP = 15 -BC ie. que P est sur BC
—_— — — « — —_— —

—si Ag-BA+A¢-AC est colinéaire et non-nul & BC alors 3k € R tel que k-BC = Ag(BA+AC)+
()\C—)\B)-A_d donc A¢ = Ap et )\B~B—z>4+)\c'ﬁ = )\B-B_C>' ainsi BC = (/LB+MC+>\B)~—C>'
ie. g+ e +Ap =1don up + pic < 1.

Le raisonnement pour montrer que ft4 + Ac < 1 est méme. Il est laissé au lecteur. On a donc montré

que 0 < A4+ Ag, UB + Ue, ha + Ac < 1. L’inégalité que nous avons obtenue comme somme des
trois inégalités devient alors:

AP+ BP+CP < AB+BC+CA

Q

On peut croire volontiers que tout le monde a été surpris d’une pareille difficulté. Deux conclusions
s’imposent: Premierement, accrochez-vous quand méme, la démarche est une bonne synthese de 'approche
“algebre linéaire” de la géométrie euclidienne. Deuxiemement, il conviendra de s’entendre si un telle difficulté
peut étre exigée lors de devoirs ou d’examens.

. Montrer qu’un triangle qui a deux médianes égales est isocéle.

Cette fois, toutes les personnes qui ont essayé de résoudre ce probléme a la fagon d’Euclide n’ont probablement
pas pu démarrer. Laissez tombez les dessins, employez deux coups de canons de l'artillerie des formes
bilinéaires symétriques et vous aurez pulvérisé le probleme. Voici:

3



Hypothése: Soient A, B et C trois points d’un plan réel affine, A’ le millieu d c6té AC et C’ le milieu du
coté AB. On sait que CC’ = BB'.
Conclusion: AC = AB.

— —_— e —_— — —_— — —_—
Démonstration: ona AB' = 1-AC donc BB’ = BA+AB' = BA+1.AC. Deméme: CC’ = CA+3-AB.

_— — — ——
On sait que CC’ - CC" = (CC")? = (BB')?> = BB’ - BB'. Développons ces produits scalaires en utilisant la
bilinéarité et la symétrie:

(]

/2 —; —; —_— 1 T3 —_— 1 T3 _— - 1 A5 73 1 7B A 1
co”=00"-0C"=(CA+5-AB |- (CA+ ;5 -AB | =CA-CA+;-CA-AB+5-AB-CA+ ;- AB-AB

/2 P A — —_— 1 TA —_— 1 TA _— — 1 537 A 1 A 53 1
BB"” =BB'-BB'= (BA+5-AC)-(BA+5-AC)=BA-BA+35-BA-AC+5-AC-BA+ 3-AC- AC
Puisque ces quantités (ce sont des réels !) sont égales, on a:

CA2+CA-AB+1.AB?=BA?4+BA-AC + 1. AC?
; —_— - — _— - = ——
d’ott 3.CA?-3.AB*=BA-AC - AC-BA=BA-AC - BA-AC =0

Et donc CA? = AB? ce qui implique (puisque les distances sont positives) CA = AB.

Q

6. Utilisez vos connaissances de lespace vectoriel R muni de son produit scalaire standard pour démontrer que
le critere CAC de congruence des trianges.

L’indication “utilisez votre connaissance de l’espace vectoriel IR® muni de son produit scalaire standard”
NP . . . 2 .
signifie ici la chose suivante: on connait tout un ensemble de transformations ¢ de IR” qui préservent le

produit scalaire et donc les distances (i.e. ©(a)@(b)-p(c)p(d) —ab- af) ce sont les fameuses isométries (vous
devriez connaitre les translations, les rotations, les symétries et le fait que ces transformations préservent le
produit scalaire).
Le critére de congruence CAC (Coté-Angle-Co6té) n’est rien d’autre que I’énoncé suivant:

Soient A, B, C et A’, B, C' dans R® tels que AB = A'B/, ABC = A'B'C" et BC = B'C" alors

il existe une isométrie @ telle que p(A) = A’, @(B) = B, et ©(C) = C".

Prouvons cette proposition: Remarquons d’abord qu’il existe une translation 7 amenant A’ sur A. Puisque
la longeur AB = A’B’, il existe une rotation de centre A transformant en le segment 7(A’)7 (B’ el le segment
AB. Appelons alors D le point p o 7(C). En effectuant éventuellement une symétrie o le long de la droite
AB, on peut amener D du méme coté de AB que C, s’il n’est pas nécessaire d’effectuer cette symétrie, on
pose que O est I'identité. On a donc trouvé une isométrie o opoT qui ameéne A sur A’ et B sur B’; appelons
E le point 0 o po 7(C') = (D). 1l nous faut montrer que E = C. On sait que 'angle ABC est le méme
que A'B/C" et donc (puisque I'angle est exprimé par le produit scalaire) de méme ABE donc la demi-droite
«BC est la méme que la demi-droite «BE. Or la distance de B & C est la méme que la distance de B’ & C’
et donc de B a E. Ainsi E = C puisque ce sont les uniques points de la demi-droite «B€" dont la distance a
B est BE = B'C' = BC. T
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EXERCICES II CORRIGE

0. Prouver la réciproque du théoréme des angles alternes-internes.

Hypotheése: Soient A, B, C' et D, quatre points distincts d’un plan réel tels que AB # CD, A et D ne
sont pas du méme coté de BC et tels que ABC = DCB.

— ——
Conclusion: AB || CD.

—> >
Démonstration: Supposons le contraire de la conclusion, c¢’est-a-dire que les droites AB et C'D se ren-

>
contrent, disons en un point P. Supposons, pour l'instant que A et P ne sont pas du méme coté de BC et
que D est du méme co6té que P.

On a que CBP = 180° — CBA = 180° — ABC = 180° — BOD = 180° — BCP
Ainsi, dans le triangle ACBP, la somme des angles étant de 180°, ’angle BPC devrait étre 180° — BOP —
CBP = 0°. Mais cela est impossible en vertu du lemme ci-dessous

>
Si maintenant A et P sont du méme coté de BC' alors que D et P ne le sont pas, il suffit d’intervertir dans
la preuve A avec D et C avec B, ce qui, puisque deux angles opposés par le sommet sont égaux, ne change
ni les droites ni les angles utilisés, on a donc le méme résultat. T

Lemme Dans un plan, si deux droites se coupent avec un angle nul, elles sont égales.

Démonstration: Soient d et e les deux droites et P leur point d’intersection. Choisissons deux points
—

Q €det R € etels que PQ =1 = PR. Nous voulons prouver que si I’angle est nul alors les vecteurs PQ) et

—
PR sont colinéaires. Exprimons ces vecteurs dans une base quelconque:

— o — c . . 1 = a®+ b2
On a PQ = (b) et PR = (d) et, puisqu’ils sont de longueur 1, ) 2
=c
PQ- PR
L’angle s’exprime comme: QPR = Arc cos m = P—Cj ‘PR=a-c +b-d

Puisque cet angle est nul, on doit avoir P—Q> PR = 1,i.e. a-c=1—b-d. En mettant au carré cette équation,
cela donne a?-c> =1—2-b-d+ b%-d? Mais le fait que les vecteurs soient de longeur 1 , nous permet de
substituer a? par 1 — b2 et ¢? par 1 — d?. On obtient:
1—2b-d+b?-d®>=(1-0%)-(1-d?)=1+b*-d>—-b*>—d?

autrement dit —2-b-d=—b*—d? idest 0=02—-2-b-d—d*>=(b—d)?
On conclut que b et d doivent étre égaux. Ce qui signifie que 1 —a? =1 — ¢? et donc a = 4c On a donc:

(a) [ *c

v/ \d

Remarquons alors que si a = —c et b = d, le produit scalaire donne a-b+b-d=a-b—a-b=0 . Ainsi on
a égalité des vecteurs directeurs et donc les deux droites sont égales.

1. Soient dy et dy deux droites paralléles, distinctes. Soient Ay et By deux points distincts de dy et Ay et Bs
deuz points distincts de ds tels que les segments A1 Ao et By Bo soient disjoints. Montrer que Ay By = A3 Bs
si et seulement si les segments Ay Ag et By Bo sont paralléles.

Corrigé des Exercices de Géomeétrie, MAT 2030 1 PL. le 26 septembre 1995



SI: Si les segments sont paralleles alors le quadrilatére A; As BoB; est un parallélogramme et donc, on 'a
vu dans le cours, A1 By = A3 Bs.
> >
SEULEMENT SI: Si A1By = AsB>. on a, puisque les droites A1B1 et AsBs sont paralleles, que
A1 By = £ A5 B5 (il ne pourrait pas y avoir d’autre facteur sinon les longueurs ne serait pas égales. Séparons
les deux cas:
—— e
+ Si A1B1 = A2B2 alors:
A1Ay = A1 By + B1Bo+ ByAy = A1By — A3By + B1By = A1B1 — A1B1 + B1By = B1 By
Et dOHC, A1A2 H B1B2.
-Si A1 By = —A3 By, montrons que les segments A; As et By Bs se rencontrent, i.e. qu'il existe
0 < )\, /.L < 1 tels que )\'A1A2 = AlBl +/,LBIBQ En effet, on a A1A2 = AlBl—|—BlBQ +BQA2.
Or BQAQ = 7AQBQ = A1B1 donc A1A2 = AlBl + BlBQ + AlBl =2- AlBl + BlBQ. Ainsi

% -A1By = A1B; + % - B1 B et donc les segments A; As et By Bs se coupent en leurs milieux

_Donner une preuve vectorielle du théoréme affirmant que les trois médianes d’un triangle concourent au
centre de gravité du triangle.

Le centre de gravité d’un ensemble de m points Ay, ..., A, d'un plan est défini comme le point P tel que:
—_— 1 m o
AP = ol 2L ALA;
Ce qui revient au méme de poser, pour un point O:
— | AR
OP = —. OA;
m -
i=1
Soit AABC un triangle du plan. BA — % . BC
Les milieux des segments A’, B’ et C’ sont définis comme: AB' =1 CAC
N .
BC' = % -BA

On veut montrer qu’il existe un point P sur les trois médianes, ceci est équivalent a ’existance d’un point
P du plan et de trois réels A, et v tels que:

AP = \-(AB+1-BC)
—_— —_— —_—
BP = p-(BA+1-AC)
— — —_—
CP =v-(CA+3-ADB)

En soustrayant la 3™¢ ligne a la 17, on obtient:
— —_— = — 1 — — 1 — 1 — 1 —
BC=BP—-CP=u -BA+5 -pu-AC-v-CA—5-v-ABb=(u+5 -v)-BA+v+5-p)-A

— —

—(u+3-v) BA+(w+L-p) - AB+(w+3-pu)-BC=1-(u—v) BA+ (u+1-p)-BC

—_— —_—
Alinsi, puisque BA et BC sont linéairement indépendants (on suppose toujours un triangle non-dégénéré),
onai-(t—v)=0etv+5-pt=1cequirevientd t=vet pt+3-ft=3-p=1 Doncp=v=23.

—> —> _
On vient donc de montrer que si P appartenait & BB’ et CC’, il serait au deux tiers de chaque segment BB’
et CC". On a alors que:

—_— = —

AP=AB+2-(BA+1.4C)=1.4B+

—

-AC

W=

Et donc notre P est bien le centre de gravité.
Au vu de tout la symétrie qui tourne ici autour, il semblerait qu’il pourrait y avoir des chances que A = %

aussi. Tentons notre chance, cela ne coutera pas trop cher, calculons
2 (AB+1-BC)=2.AB+1 - AC=2.-AB+1 BA+1.AC =
3 2 =3 3 =3 3 3 =

AB+1.AC

Wl

1
3
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> —>
qui est bien le point P désigné comme centre de gravité. En résumé nous avons montré que BB’ et CC’ se

—
coupaient sur le centre de gravité et que celui-ci appartenait & AA’. Donc ce centre de gravité appartient

bien a ces trois droites.

De plus c’est 'unique point d’intersection de celles-ci puisqu’elles sont distinctes

deux-a-deux et ne peuvent donc n’avoir qu'un point d’intersection deux-a-deux.

Q

3. Sur la base BC d’un triangle isocéle ABC' et par un point quelconque P de BC, on éléve une perpendiculaire
p. En posant M = BA Np et N = CA Np, montrer que PM + PN est constante.

Appelons o la symétrie autour de la droite d parallele a BC passant par A. Et posons A’ = g(A), B’ = o(B)
et P = o(P); on a clairement o(A4) = A.

— —
Montrons que AC = AB’.

Pour cela observons que o envoye une droite coupant d en une droite qui

coupe d au méme point avec le méme angle mais de l'autre c6té (si vous n’étes pas convaincu, vérifiez-le
vectoriellement: en choisissant A comme point d’origine, un vecteur de d comme premier repére et un
vecteur perpendiculaire & d comme second repere, votre symétrie s’exprime alors comme o(x,y) = (z, —y)).
De plus, on sait que o _est unginvolution c’est-a- dire que si 'on applique deux fois o, I'on retombe sur
I'identité. On a donc BAd = dAB’; mais BAd = ABC (alternes—lnternes) -

Ainsi B'AC = B'Ad 4+ dAB + BAC = ABC + ABC + BAC qui est, puisque AABC ~— Xp—1—/

est isocele, ABC + ACB + BCA la somme des angles du trlangles AABC donc un N
angle plat. Ainsi J(BA):BA: AC et donc C'A :J(AC):JOJ(BA): BA. J :
De plus on a o(p) = p puisque p est perpendiculaire a d. Alors o(M) = a(m} Np) = u

o> . .o . <= . .
o(BA)No(p) puisque o est une bijection, donc est AC Np = N. On obtient, puisque

ot

o est une isométrie, que PN = PM et on a donc que PM + PN = PN +P'N = PP’
puisque ces deux segments ne s’intersectent pas et sont sur la méme droite et ont une

extrémité en commun.

Il nous reste maintenant a prouver que PP’ est constante. Pour cela, il suffit d’observer que si 'on a un

autre P dans B_,vC, le segment PP’ est paralleéle & p donc le quadrilatere PP’ P'P est un parallélogramme et

donc PP = PP'.

Q

4. Montrer que les bissectrices intérieures d’un parallélogramme forment un rectangle.

On sait que la somme des angles d’un triangle est de 180° donc la somme des angles d'un quadrilatére (plus
précisément d’un quadrilatére convexe, c’est-a-dire d'un quadrilatére qui a un intérieur) ABCD est, en le
séparant en deux triangles AABC et AACD:

ABC + BCD + CDA+ DAB = ABC + BCA+ ACD + CDA + DAC + CAB

C D
/XX
LN,

Ainsi PAB + ABP =

= ABC + BCA + CAB + ACD + CDA + DAC = 180° + 180° = 360°

Le but de cet exercice est donc de montrer que le quadrilatere dont les som-
mets sont les quatre intersections des bissectrices entre elles est un rectangle.
Il nous faut donc montrer que I'angle en chacun de ces sommets est un angle
droit. Nous nous contenterons de faire la preuve pour 'un d’eux, la preuve
pour les autres étant tres, tres semblable.

Appelons P le point d’intersection de la blssectrlce partant _de A et de la
bissectrice partant de B. On a que PAB = 1. DAB et ABP = 1. ABC.
On sait que dans un parallélogramme, les angles opposées sont egaux ainsi
on a:

360° = DAB + ABC + BCD + CDA =2- DAB +2- ABC

L. (DAB+ ABP) = (2. DAB+2- ABC) = 1 - 360° = 90°.
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D’ott APB = 180° — 90° = 90°.

Q

_Montrer que si l'on joint les deux sommets opposés d’un parallélogramme au point milieur des deux cotés
opposés, une des diagonales est alors divisée en trois parties €gales.

JRE— <—— — —
Hypotheése: ABCD un parallélogramme, F' milieu de DC, E milieu de AB, P= DEN AC et Q— BF N

‘Ac.
Conclusion: AP = PQ = QC.

. . — o= . . . . 7
Démonstration: Les droites AC' et ED se croisent si et seulement s’il existe de réels A et 1 tels que
— — —
AE+ \-ED = pi- AC. Développons cela, en:

%.E+A-(ﬂ+ﬂ5):u(ﬂs’+30):u(ﬂ§+ﬂ’9)
L. AB+\-(AD -1 -AB)=p-AB+ - AD
Et donc: (=1 XN—p)-AB+(A\—p) - AD =0
La linéaire indépendance de AB et AD nous donne alors A= ft et 3 — - XA — 1 =1 ce qui revient a j1 = 3

et A = % On obtient ainsi que le point P défini par AP = 4 + % -ED =

— <
d’intersection sde AC et ED.
En intervertissant ensuite les lettres de la maniere A < C, B « D, E < F et P < (@, on prouve de la

- AC est 'unique point

Wi

~ N =4 1~ . -
méme maniere que CQ) = 5 - CA. On a donc deux points P et @ sur AC' tels que:

—

AC et AQ=AC +CQ =AC + 1.
-AC.

—

2.AC

lﬁsl
2

Wl Wl

On a ainsi AP = PQ = QC =
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EXERCICES Il CORRIGE

1. Montrer que les bissectrices intérieures d’un triangle concourent en un point qui est le centre du cercle inscrit.

Rappelons qu’on appelle distance d’'un point a une droite, la distance de ce point a sa pro-
jection orthogonale sur la droite, cette définition, on peut le vérifier aisément a l’aide du
théoreme de Pythagore que vous prouvez plus bas, est équivalente a dire que c’est la distance
du point au point de la droite le plus proche. Puisque la notion de cercle inscrit n’a pas été
définie, nous nous contenterons de dire qu’un point est le centre du cercle inscrit d’un poly-
gone convexe s’il est a I'intérieur du polygone et si sa distance a chaque coté est la méme;
ceux qui savent ce qu’est un cercle et une tangeante verront aisément que cela est équivalent
a dire que le cercle est tangent a chaque coté.

Rappelons également que la bissectrice intérieure d’un triangle AABC issue de A est la bissectrice de
I'angle BAC, c’est-a-dire une droite passant par A telle que, si I'on appelle P un point de cette bissectrice,
BAP = CAP. Remarquons alors qu’alors B et C' ne sont pas du méme coté de cette bissectrice puisque

AB + AC.

Hypothéses: soient AABC un triangle, a la bissectrice intérieure de celui-ci issue de A, b la bissectrice
intérieure issue de B et C' la bissectrice intérieure issue de C.

Conclusion: il existe un point P appartenant aux trois bissectrices. Et:

d(P,AB) = d(P, AC) = d(P, BC)

Démonstration: Montrons que a |f ¢. Si c’était le cas, on aurait un demi-plan de a ainsi que la droite a
qui seraient inclus dans un demi-plan de ¢ et donc un demi-plan de ¢ ainsi que la droite dc devraient étre
dans un demi-plan de a (comme on peut le vérifier vectoriellement). Mais B devrait alors dans le demi-plan
de a qui ne contient pas C' et ¢ et dans le demi-plan de ¢ qui ne contient pas a ni A, ces deux parties étant
disjointes, la situation est imposssible . Donc a et ¢ ne sont pas paralleles, disons qu’elles se coupent en un
point P.

Appelons B’ la projection orthogonale de P sur <A—C’) A’ la projection orthogonale de P sur BC et O celle

sur AB. ._Remarquons alors que les AAPB’ et . AAPC’ ont_un c6té en commun, AP, une paire d’angles
égaux PAB' = PAC' et que: APC’ = 90°—PAC’ = 90°— PAB’ = APB’ Ainsi le critere Angle-Coté-Angle
de congruence des triangles s’établit; on a donc PC’ = PB’. On fait le méme raisonnement (faites-le !)
pour montrer que ACPB’ = ACPA’ et donc que PB’ = PA’. On a donc trouvé que P satisfait a:

d(P,AB) = d(P,’ AC) = d(P, BC)

Ce qui montre que P est le centre du cercle inscrit au triangle AABC. Il nous reste & montrer que P est
sur la bissectrice b. En vertu de 1’égalité PC’' = PB’ et du fait que les triangles APBC’ et APBA’ ont

—— i —
un_c6té commun, ils sont congruents et donc C’BP = A’BP, autrement dit BP est la bissectrice de 'angle
ABC donc est la bissectrice b.
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2. Montrer que dans un triangle, deux bissectrices extérieures et une bissectrice intérieure
concourent en un point qui est le centre de l'un des trois cercles exinscrits.

Hypothese: Soient AABC un triangle, a la bissectrice intérieure issue de A, b la
bissectrice extérieure issue de B et et ¢ la bissectrice extérieure issue de C'.
Conclusion: il existe un point P sur a, b et ¢ et tel que:

d(P,’AC) = d(P, BC) = d(P, AB)

Démonstration: Observons d’abord que b et ¢ ne sont pas paralleles. Sinon, on aurait un point ) sur
b et R sur C, tous deux du méme coté de BC tel que Q/B\R = 180° — RCB. En appelant X un point de
AB et Y un point de AC tous deux de 'autre coté de B BC que A, on aurait, puisque bissectrice extérieure,
XBC=2- QBC et YCB = 2- ROB. Mais XBC = 180° — ABC et YCD = 180° — ACB et donc:

180° — ABC = 1 5 -XBC = §-QBC’: -3 L. RCB =90° — YCB = 90° — 180° + ACB

Autrement dit, ABC + ACB = 270°

Ainsi on peut poser P = bNe¢. Et, comme précédemment, on pose A" = pr (P, <B.C;), B' =pr, (P, ﬁ) et
C'=pr (P, E) les projections orthogonales de P. On a alors PC = PC et PCB = PCB' = PCA’ ainsi
les deux triangles rectangles APCB’ et APCA’ sont congruents donc PA’ = PB’. De méme PB = PB
et PBC’ = PBA’ ainsi APBC’ et APBA’ sont congruents donc PC' = PA’ = PB’, d’out P est le centre
d’un cercle tangent aux trois droites supports des cotés, or P est & extérieur de AABC puisque les deux
bissectrices extérieures le sont, donc P est le centre d’un cercle exinscrit. Alors AAPC’ et AAPB’ ont deux

— .y —
paires de cotés égaux, et sont donc congruents ainsi C’AP = B’AP donc AP est la bissectrice intérieure de
AABC passant par A.

3.a) Théoréeme d’Euclide Montrer que dans un triangle AABC rectangle en A chaque coté A
de ’angle droit est moyenne proportionnelle entre le projection orthogonale sur I’hypothé- 4
nuse et ’hypothénuse elle méme. ¢ 8

Hypothese: soit AABC un triangle rectangle en A, H la projection de A sur BC.
Conclusion: AB? = BH - BC.

Démonstration: Observons que ABH = CBA et donc (triangle rectangle) que HAB = 90° — ABH =
— CBA = ACB. Ainsi AAHB et ACAB sont semblables ainsi:
BA  BC
BH  BA
Autrement dit AB? = BC - BH. qQ

3.b) Montrer que dans un triangle AABC rectangle en A la hauteur est moyenne proportionnelle entre les deux
segments qu’elle détermine sur l’hypothénuse.

Hypothéses: Mémes hypotheses.
Conclusion: AH? =CH - BH.
Démonstration: On a BAH = 90° — CAH = ACH et donc (triangle rectangle, les deux autres angles
sont aussi égaux), AAHB ~ ACHA d’ou:
HB HA
AH ~ CH
Ce qui est équivalent 3 AH? = CH - BH. Q

3b) Théoréme de Pythagore: BC? = AB? + AC?
Hypothéses: Meémes hypotheses.
Conclusion: BC? = AB? + AC?.
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Démonstration: Reprenons le théoreme d’Euclide, il nous dit que AB? = BH - BC. En échangeant B
et C, on obtient que AC? = CH - BC. Remarquons que, puisque C et B sont des deux c6tés de H sur la

droite %, on a donc BH + CH = BC'. En sommant, on obtient.
AC? + AB*=BH -BC +CH - BC = (BH + CH) - BC = BC? 0

. Dans un triangle AABC, montrer que la bissectrice intérieure ou extérieure d’un angle

divise le coté opposé dans le rapport des coté adjacents. En déduire que sur la droite BC,

les points D et D’ ainsi obtenus sont tels que: D
BD _ BD’
CD — CD’
>
Hypothese: Soit AABC un triangle et a la bissectrice issue de A, appelons D = aN BC'.
Conclusion: % = ﬁ—g

Démonstration: On note que I'existence de D est assurée par le fait que B et C ne sont pas du méme coté
de a et donc, d’apres la définition d’Euclide de demi-plan, D est méme sur le segment BC. Appelons d la

droite parallele & AB passant par D. Celle-ci rencontre ‘AC' sinon d I AC et donc AB I AC . Nommons
donc E =dn AC.

Puisque d || ﬁ, on a (alternes internes puisque E et C sont du méme cdté que a donc E et B ne sont pas
du méme coté de a) EDA = BAD. Or, bissectrice, BAD = DAC = DAE. Donc AEDA est isocéle en A;
ainsi FD = EA. Maintenant, DE I AB et A et E sont du méme coté de BC donc EDC = ABC. Aussi

DCE = BCA. D'oi ACDE ~ ACBA. Alors:
ED = AB donc £4 = AB
EC AC EC AC
Mais (théoréme de Thales, puisque AB I ED) on a gé = DC On a donc montré que:
BD EA AB
CD = BC ~ AC A il

Hypotheses: Soit AABC un triangle et a la bissectrice extérieure issue de

A; Supposons que a H/ BC et appelons D = a N BC. . 2
BC _
Conclusmn oD = AC’
—
Note: nous devons ajouter la supposition car la situation a || BC' est réaliste;
on le voit dans le cas d’un triangle isocele en A. B

—> —
Démonstration: Construisons d a droite passant par D et parallele & AB. Alors d [f AC, sinon on aurait

(A.C’) I AB . Appelons alors E le point d’intersection de ces deux droites. On a clairement ACED ~
ACAB puisque ces deux triangles ont deux angles opposés par le sommet et deux cotés paralleles (la
similitude est donnée par une homothétie de centre C' et de rapport —E—C) Soit P un point de a de Iautre
coté de A que D. La définition de bissectrice extérieure est alors que PAD = EAD. Or (correspondants)
PAB = ADE. Ainsi ADE = EAD Donc AEAD est 1socele en F et donc EA = ED. De la similitude

ACED ~ ACAB, on tire ED = ﬁ qui devient alors gé C. On peut alors appliquer Thales a nouveau
pour obtenir que gé D B On a donc prouvé que:

BD AB

cb~Ac g

Il vient alors, de maniere évidente:

Corollaire si A, B, C sont trois points distincts, D D’intersection de la bissectrice intérieure de

AABC issue de A avec %) et D’ D'intersection de la bissectrice extérieure en A avec
%Z'} existent tous deux alors:

BD AB  BD'

CD ~ AC ~ CD'
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EXERCICES IV CORRIGE

Soit AABC un triangle rectangle en A. Montrer que le cercle circonscrit ¢ AABC admet BC comme

diamétre.

Démonstration: Un diametre est une corde qui passe par le centre du cercle. Montrons donc que le
centre du cercle est sur BC. On sait que le centre du cercle circonscrit est I'intersection des trois médiatrices
des cotés. Appelons B’ le millieu de AC, C’ le milieu de AB et P l’intersection des médiatrices, i.e. des

perpendiculaires & AC par A’ et & AB par B’.

Observons alors que B’P 1 AC qui, lui-méme est . AC. Mais B’ ¢ AB sinon
(milien) A= B’ =C . Donc B'P || AB — A’C. De méme, on a PG’ | AB | AC et
C' ¢ AC done G'P. || AB" = AC. Ainsi, le quadrilatére AB'PC’ est u parallélogramme

rectangle Donc 1 - AC = AB' =C'P et 1 - AB = AC' = B'P de plus CB'P =90° = @
CAB et donc B’CP ACB donc AABC’ € AB'PC d’ott CP = CB ou alors CP est » ¢

de Pautre coté de AC que B. Mais cela est impossible puisque C’ est du méme coté
de A€ que B et on aurait que P& coupe A€ puisque G-P || AE. On a don bien
GP. = BC ce qui prouve que P € BE et donc que P € BC puisque P est aussi sur la
médiatrice de BC qui ne coupe la droite BEG qu’en son point millieu.

P

Q

_Théoréme de I’angle pivotant: Soient a, b et t trois tangentes distinces a un méme cercle dont on

note respectivement A, B et T les points de contact avec le cercle. Suppsons que AOT + TOB = A/O\B
ce qui signifie que l'arc AT B ne fazt pas plus d’un demi-tour et supposons que t coupe a et b en M et N

respectivement. Montrer que MON = 1. A0B.
Il convient d’abord de démontrer un petlt lemme tranquille que voici:

N

Lemme: Soient a et b deux tangentes a un cercle de centre O, appelons A et B les points de

contact des tangentes et, en suppsant qu’elle ne sont pas paralleles, N I'intersection de A et B

alors AON = BON.

et ABN D sont égales. De plus (cercle) AO = BO donc NB? = NO? — BO?
NA2. Donc ANOB = ANDA et donc AON = BON.

Pour prouver 'exercice, il suffit alors de remarquer que T est, sur la droite ¢, entre M et N,
puisque A et B ne sont pas du méme coté de OF d’ou M et N ne sont pas du méme coté de
OF et donc T € M N. Il nous reste a calculer:

MON = MOT + NOT = 1. AOT + 1 . BOT = § - AOB

B Démonstration: D,abord NO = NO donc les hypothénuses des triangles rectangles AAN D
=NO? - A0? =

. Quatre points du plan sont dits cocylciques s’ils appartiennet ¢ un méme cercle. Montrer que quatre points
sont cocycliques si et seulement si les angles opposés du quadrilatére qu’ils déterminent sont supplémentaires.

Hypothése: A, B, C' et D sont sur un méme cercle.
Conclusion: ABC’ = 180° — ADC

égaux. On a ainsi que:

Démonstration: On sait que deux angles dont les sommets sont sur un cercle qui inter-
ceptent une méme corde du cercle et ont leur sommet du méme coté que cette corde sont
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360° = DAB + ABC + BCD + CDA = DAC + CAB + ABD + DBC + BCA + ACD + CDB + BDA
— DAC + CAB + ACD + DAC + BCA + ACD + CAB + BCA
—2.(DAC + CAB + BCA+ ACD) =2 (DAB + DCB)

Ainsi DAB + DCB = 180° . En changeant les noms des sommets, on montre de méme que les angles en D
et en B sont supplémentaires. T

Remarquez que nous avons méme montré ici que si deux angles interceptent une méme corde mais que leurs
sommets ne sont pas du méme coté de la corde alors ils sont supplémentaires.

Hypotheses: Soient A, B, C' et D quatre points non-alignés trois par trois tels que ABC = 180° — ADC.
Conclusion: il existe un cercle passant par les quatre points.

Démonstration: Soit 7y le cercle passant par A, B et C et € le cercle passant par A, D et C. Soient m la
médiatrice de AC, G et E les intersections de de m avec 7y et avec € du méme coté de AG que D. Puisque
E et G sont sur m, les triangles AAGC et AAEC sont isoceles, ont la méme base et sont du méme coté
de celle-ci. Montrons qu’ils ont méme angle au sommet: AGC = 180° — ABC = ADC = AEC. Ainsi ces
deux triangles sont supperposés, ce qui implique que £ = G € 6 or E € € et A, C et E sont trois points
distincts par lesquels passent € et & donc = € et donc D € € = 0. T

Sy et 0 sont deux cercles tangents, l’axe radical est la tangente commune. S’ils sont sécants, c’est la corde
commune. Montrer que l’axe radical de deux cercles est le lieu des points d’ou l'on peut mener aux deux
cercles des segments tangents de longueurs égales

Hypotheése: Soient 7y et § deux cercles sécants ou tangents de centres distincts O et @, m leur axe radical,
P un point de m hors de I'intérieur des cercles, g et d des tangentes & 7y et O passant par P et {G} =7vNg,
{D}=d6nd.

Conclusion: PG = PD.

Démonstration: Puisqe ¢ L OG, on a OP? = OG? 4+ PG?; de méme d | QD —
QP? = QD? + PD?. Observons, de plus, que 7y et § sont invriants par la symétrie d’axe
04, ainsi la corde commune 'est également puisque la symétrie enverra corde sur corde.
Alors celle-ci est soit dans ©€ (mais dans ce cas, elle serait diamétre commun auquel cas
les deux cercles seraient confondus ), soit perpendiculaire & 6Q.

Appelons alors C' I'unique point d’intersection de m avec @€ et Z une des extrémités de la corde; on a
alors

0C? —QC?=02?+CZ%*—-QZ? - CZ? = 0G? — QD?
Puisque P € m, on a également PO? = OC? + PC? et PQ?* = QC? + PC?. On a alors PG = PD si et
seulement si PG? — PD? = 0. Or:

PG? — PD?* = OP® - OG? — (QP* — QD?) = OP?> — QP* — (OG* — QD?)
— OC? 4+ PC? — QC? — PC? — (0G? — QD?) = (0C? — QC?) — (0G* — QD?)
Et donc, puisque OC? — QC? = OG? — QD?, on obtient que PG?> — PD? =0i.e. PG = PD.

Hypothéses: Soient ¥ et 0 deux cercles sécants ou tangents de centres distincts O et @, m leur axe
radical, P un point quelconque hors de l'intérieur des cercles, g et d des tangentes & 7y et 0 passant par P et
{G} =vng, {D} =dNden sorte que PG = PD.
Conclusion: P € m.
Démonstration: Gardons les appellations de la derniére preuve et introduisons le point B, projection
orthogonale de P sur ©&. Nous voulons montrer que B = C. Puisque PG = PD, on a

PO? - PQ? = PG? + OG? — PD? — QD? = OG? — QD?
Or OG? — QD? = OC~QC?. Mais PB 1L O donc

PO? - PQ? = PB? — BO? - PB? - BQ? = BO? — BQ?
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On a donc BO? — BQ?> = 0G? - QD? = 0C? — QCi. Mais cela signifie que P = C' puisque, vectoriellement
en choisissant un repere dela droite comme O et OQ, ona V T € 0Q avec OT = A - OQ, l'application
T+——TO? -TQ? =X —(1-\)?=—1+2- )\ qui est une injection. T
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EXERCICES 5 CORRIGE

Commengons par rappeler le théoreme qui nous servira tout au long de cette série d’exercices:

Théoreme de Menelaus: Soient a, b, ¢ et d quatre droites telles que chaque paire de droites s’intersecte.
Cela donne lieu & six intersections que nous nommons A, B, C, D, E et F', d’'une maniére quelconque. On
appelle alors diagonale toute droite passant par deux de ces points qui ne soit pas une des droites a, b, ¢
ou d. Sachant qu’il y a quinze paire parmi six éléments et chacune des quatre droites passe par trois paires
de points, il ne nous reste donc que trois paires admissibles qui définissent trois droites, celles-ci sont les
diagonales dy, do et d3. Supposons que d; passe par A et B, le théoreme de Menelaus nous donne alors que
la tétrade (A, D; do Ndy,ds Ndy) est harmonique si ses intersections existent.

1. Etant donnés A, B et R € AB, construire avec un régle non-graduée le conjugué harmonique Q) de P, en
supposant que P n’est pas au milieu de AB.

L’idée est de construire un quadrilatére complet dont deux sommets seraient A et B avec AB une diagonale
et une autre diagonale passant par P. L’intersection de la troisieme diagonale avec AB nous donnera le
point @ cherché.

On choisit un point I hors de AB sur la médiatrice de AB et K € Pf~ {P,I} en
sorte que AK |[|-BF et BE [|-AF (c’est possible puisque AK ||-BL pour un seul opint
et BK ||-Af pour un seul point, il en reste assez). On pose alors J = AK € BT et
H = BKNAL

Alors si HJ || AB on AJ = BH (puisqu’alors J et H sont symétriques par rapport &
la médiatrice de AB) et donc K est sur la médiatrice ainsi P y est aussi et donc P est
au milieu

Si HF || AB alors on pose Q = HF N AB. Le quadrilatére dont les sommets sont
AHIJBK est un quadrilatere complet défini par les quatre droites: AH =-Af, KB,
KA et -BF dont une des diagonales est AB, 'autre KF = KP et la troisieme est HF.
On a alors que H(A, B; P,Q).

2. Définition-Théoréme: Soit 7y un cercle de centre O et P un point du plan différent de O. Alors le lieu
des points @ tels que P& coupe 7y en A et B et tel que H(A, B; P, Q) est une droite si P est a I'intérieur du
cercle ou un segment si P est a Iextérieur du cercle. C’est 'unique droite d qui est perpendiculaire a OP
et qui passe par @, 'unique point de OP qui, si 'on appelle A et B les deux points d’intersections de O
avec 7y, est conjugué a P relativement a A, B.

Soit 7y un cercle. On a une application 0 : R* — {droites affines de |R2} qui associe a chaque opint P € IR?

la droite polaire de P relativement d 7y. Cette application est-elle surjective ? Est-elle injective ¢

Il faut commencer par corriger: ['application n’est pas définie sur tout IR? mais seulement sur IR*~ {0}. On

montre en lemme des exercices calculatoires, que si P est conjugué a () par un cercle -y alors, en appleant A

et B les points d’intersection de OF avec 7y et en appelant p et ¢ les uniques réels tels que OP =p- OA et
1

O@ = q-O?L onaquep = . Donc, étant donnés deux points P et P’ distincts sur la méme droite OP = OF2,

les points @ et Q' seront distincts puisque I'application z — % est une bijection. Ainsi O(P) # 6(P’). Or
si P et P elR*= {O} sont tels que OP # OGP alors les perpendiculaires O(P) et O(P') seront distinctes
également. Ainsi P # P’ = 0(P) # 0(P’), et donc 6 est injective.
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Par contre # n’est pas surjective puisque les droites-diametres du cercle ne peuvent étre atteintes, sinon il
existerait un P € R*~ {O} tel que le conjugué de P par rapport & A et B serait O, mais cela n’a pas de
sens puisque cela signifierait que AP = BP et donc que P = O

Contrairement aux apprences, la complétion de @ se fait dans le plan projectif: la polaire du centre est la
droite de l'infini et les points de 'infinis ont des droites-diametres comme polaire. Et tout ceci s’étend sans
trop de difficulté aux coniques.

_Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle 7y. Si AD et BC se coupent en E, si AB et CD se
coupent en F et si O est lintersection des diagonales AC et BD, montrer que, dans le triangle AOEF
chaque somme est le pole du coté opposé relativement a 7.

Pour montrer que #F est la polaire de O, il suffit de
montrer que £F contient deux points de celle-ci, on aura
alors que la droite polaire passera par ces deux points
et donc sera £F. Montrons donc que H(A,C; O,Q) et
H(B,D; O,B). Ib aqye ECFBAD sont les sommets du
quadrilatere complet défini par les droites PF, AF, FA
et £B. Les diagonales de ce quadrilatere complet sont
les droite £F, AC et BD. Et 'on a que O = BPN
A€, Q = EF N BD et donc H(A,C; 0,Q), de méme
O =AENBD et p=FFNBP donc H(B,D; O, P).
Donc EF contient deux points de la polaire de O et donc
FF est la polaire de O. Puisque la droite OF passe par
Iintérieur du quadrilatere et par F, il intersecte le coté
opposé de E dans le triangle AEAB qui est AB, disons en
S. Comme la demie-droite de £O contenant O et passant
par E est incluse dans les demis-plans de ED, que celle-
ci est non-bornée que I'intérieur du triangle AEDC doit
en contenir un peu, £P et DC se coupent, disons en
un point R. Nous voulons montrer que H(C,D; F,R) et
H(A, B; S, F) ce qui, de la méme maniére, nous prouvera
que O est la polaire de P.
Mais OC = 0@, OP = OP, OF = OF et Of = OR. On peut donc appliquer le théoreme qui dit que une
tétrade est harmonique si et seulement si son image par une projection centrale est harmonique:

H(C,D; F\R) <— H(Q,P;F,E) <— H(F,E;Q,P) < H(E,F;Q,P)
Mais cette derniere tétrade est harmonique donc H(C,D; F,R) est vrai. De méme, on a OA = 64,
OB = OP, OS5 = OF et OF = OF donc (projection centrale):

H(A,B; S,F) <— H(Q,P;E,F) < H(E,F;Q,P)

Et cette derniere est vraie. Donc H(A, B; S, F) est vraie et nous avons montré que OF = 0(F).
Pour montrer que OF = O(E), on peut refaire de maniére facile le méme procédé ou échanger les lettres

A— B, B—C,C — Det D— Acequia pour effet de changer E en F sans changer O, on applique alors
la méme preuve.

Lemme pour Soit 7y un cercle de centre O et P € R*=0 Appelons A et B les deux points

le calcul d’intersections de OP avec 7y. Paramétrisons OP = OA par I’équation suivante:
QeOP <« JeclRtq O_Q =t-0A Remarqons que pour chaque point @ de
OFP ce t est unique. Appelons alors p le réel tel que OP = p- OA. On a que
H(A,B; P,Q) si et seulement si 6@ = g - 64 avec ¢ = %.
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DEMO Par définition: H(A, B; P,Q) < IAPIL _ AR i puisque {4, B} = YN OP, on a que

[1BP| [1BQI"
OB = —0A et donc que BP = —OA + OP. On a alors H(A, B; P,Q) si et seulement si:
l-p| _ HA:PH _ ||A:Q|| _ 11—
[—1-p] = ||BP|| ~ ||BQ| ~ [-1-dl

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que p > 0 quitte a interchanger A et B. Pour
montrer —, traitons alors deux cas:

[1—ql =N
. e =1-pl . oo1— _ C .
esip < 1 alors \lll—q||—lp<1 et si ¢ < 1, on aurait L_—g = }TZ’ ce qui implique que, puisque
T 1+p
T ;w est une bijection de R~ {—1} que p=g¢q
qg—1 1—x
Sig > 1 1+p =51 or linverse de = +— 175 est elle-méme donc
p: 1_11? = 1+qiq+1 = 1 = l
1+ﬁ 14+q+q—1 2q q
| = =I1- 1
° — — = =
Slp>1a10rsona‘1p| ’f+,, doncq>0 Slq>1alorsl+p quoncp q
Si ¢ <1 alors 221 = 1—q or T — ’”—'H admet comme inverse = — 2&L donc:
q 1+4+q 1+4q 1—x -2 :
1
p=Eitl 2 1
1- 12 2¢ ~ ¢

On a ainsi prouvé que si @ était conjugé a P relativement a AB alors p = %

. . p=1 , . . .
Maintenant, si pT, en séparant les deux cas, on arrive aussi facilement :

_ 1 -
: AP|| 1-p 1-3 q—1 HAQ]]
Sip=1<1alors 1AL = =—f = = =
P=y< WBP|| ~ TFp  I+L T oF1 T |BQ|
. 1 —
: AP|| p—1 g1 1—q HAQ]]
Sip=1>1alors 1AL = =1+ = = =
P=y4~ |BP|| — ptl  1+4L — ¢tl ~ ||BQ||

Et donc, dans tous les cas, H(A, B; P, Q).

Q

Au vu de la longueur et de la stupidité de I'écriture d’exercices calculatoires, et au vu également de la facilité
de la méthode, ’auteur refuse d’écrire un corrigé des exercices calculatoire, nous nous contenterons de donner
les réponses numériques:

1. La polaire de (\/5, 0) est la droite z = % par rapport au cercle centré en l'origine de rayon 1.

2. Le pole de la droite y — 2z — 1 = 0 est le point (—4,4) par rapport au cercle centré a 'origine de rayon 3 La
polaire du point (%, 0) est & = 2 pour le cercle centré & l’origine de rayon Y4 La polaire du point (—1,—2)
par rapport au cercle centré en (4,6) est (sauf erreur de calcul de ma part) donné par la droite d’équation
paramétrique ou Z = (0, 0).

_, _ 46 _
7X = (§_§)+t.(58)
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EXAMEN CORRIGE

4. Confirmer ou infirmer: Soient deux triangles AABC et ADEF tels que AB = DE, BC = EF et CAB =
FED alors AABC = ADEF.

Infirmer signifie rendre faible, en mathématiques cela signifie prouver qu'un énoncé est faux. Dans notre
cas, ’énoncé prétend que quelque chose est vrai pour toutes paires de triangles satisfaisant I’hypothese; il
ne sera plus vrai si ’on trouve une paire de triangle satisfaisant a I’hypothese sans que cette chose soit vraie.
Voici.

Choisissons deux points A et B distincts du plan, r > AB un réel quelconque et soit 7y le cercle de centre
B et de rayon r, appelons encore b une droite passant par A distincte de AB et non perpendiculaire & AB.
Alors la droite b coupe le cercle 7y en deux points, disons P et Q).

Cette derniere affirmation demande un preuve un peu plus rigoureuse: introduisons un repere d’origine B,
la droite b peut alors se paramétrer comme suit: un point P est sur la droite si et seulement s’il existe ¢ € R
tel que OP = OA+t- ¥ o ¥ est un vecteur directeur de b. Le cercle est le lieu des points du plan a
distance r de B, i.e. P € 7 <= 2% + 9% = r? ou (v,y) = OP. Nous savons que notre droite possede un
point A & l'intérieur du cercle. La fonction de distance a B le long de la droite b vaut donc moins que r; or
celle-ci s’exprime comme:

d(B,P) = 2?4+ y* = (a1 +t-v1)* + (ag + t - v2)?
C’est donc une fonction quadratique convexe de t. Sachant qu’elle vaut moins que r quelque part, son
minimum est donc inférieur a r et elle vaudra r en deux points exactement.

Puisque P et @ sont sur le cercles alors que A et B ne le sont pas, AABP et AABQ sont donc des triangles
distincts. Mais l'on a alors PAB = QAB AB = AB et BP = BQ. Nous avons donc trouvé un spécimen
satisfaisant aux hypotheses. Mais ce spécimen ne satisfait pas a la conclusion, puisque si ABP valait ABQ7
le point P serait I'image de @ par la symétrie d’axe AB, alors la droite b serait invariante par cette symétrie,
donc serait perpendiculaire ou égale & AB . Un tel spécimen s’appelle donc un contre-exemple.

5. Soit AABC un triangle, a sa bissectrice en A et b sa bissectrice en B. Soient P lintersection de a avec
BC et Q Uintersection de b avec AC. Supposons que AP = QB alors AABC' est iscoéle en C.

Le fait que les droites a et b coupent le sommet opposé n’est pas tout a fait une trivialité, c’est une conséquence
de I'axiome de Pasche, un axiome indémontrable sans les vecteurs. Pour notre cas: un des deux cotés de la
bissectrice b est dans le demi-plan de BC contenant A et dans le demi-plan de AB contenant C. Maintenant
cette demie-droite n’est pas bornée (c’est-a-dire que lon peut trouver deux points aussi loin 'un de lautre
que l'on veut) alors que U'intérieur du triangle est borné (on a montré au numéro 4 des exercices 1 que la
distance d’'un sommet a un point a l'intérieur du triangle était majorée par la somme des longueurs des
cOtés, l'inégalité triangulaire nous donne alors que la distance entre deux points a 'intérieure est inférieure
& deux fois cette somme). Alors il existe un point Z de cette demie-droite qui n’est pas dans 'intérieur du
triangle, c’est-a-dire qui n’est pas du méme coté de AC que B et donc le segment ZB coupe la droite AC
en un point Q qui est dans la demie-droite considérée. Alors @ ne peut étre que dans C'A (puisque C'A est
I'intersection de €4 avec les deux demi-plans).

Revenons & nos moutons. Appelons O, I'intersection des bissectrices. Et P intersection de a avec BC et
Q lintersection de b avec AC. Maintenant les deux segments AP et BQ sont deux segments de mémes
longueurs se croisant sur la bissectrice des demies-droites CA et C'B._On peut alors appliquer le lemme
ci-dessous qui nous dit que la symétrie dont 1’axe est la bissectrice de ACB envoye AP sur BQ. Clairement
elle envoye dans 'ordre C'PB sur CQA donc elle envoye le point le plus loin du segment C'A sur le point le
plus loin du segment C' B, c’est-a-dire A sur B, ainsi CB = C'A.
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Lemme Soient a et b deux demie-droites issues d’un point O. Soit P # O un point de la bissectrice
de a et b; considérons I'ensemble S des segments M N tels que M € a, N €bet P € MN.
Nous prouvons dans ce lemme que deux segments sont de longueurs égales si et seulement
s’ils sont images I'un de ’autre par la symétrie dont ’axe est la bissectrice de a et b.

DEMO 1l est calir que si M N est un segment de S alors 0(MN) = 0(N)o(N) est un segment de S
(puisqu’il passe par O, (M) € b et o(N) € a) et est de méme longueur que MN (0 est une
isométrie). Observons que si M N est perpendiculaire & la bissectrice alors 0(MN) = MN. On
a donc prouvé que si MN € S et M N n’est pas perpendiculaire & la bissectrice alors il y avait en
tous cas un autre segment de méme longueur que lui dans S. Le “si” est prouvé. Pour prouver
le seulement si il nous faut montrer qu’il y a au plus un autre segment de méme longueur que

lui, pour cela, nous devons utiliser de ’analyse.

Introduisons un reprére orthonormé en O ou (1,0) est un point de a et (u,v) est un point de b a
distance 1 de O. Disons encore (p,q) = P. Les demies-droites a et b sae paramétrisent alors par
les équations suivantes:

a: (x,y):(/,b,O)/,L€|R+ b: (x,y):()\u,/\v))\elR+
Paramétrisons I'ensemble S comme suit: disons M = (1,0) et N = (A-u, A-v). La droite MN
se paramétrise alors comme:

Appelons t le réel tel que (14,0) = +t- (p— f,q) = N = (A - u, A -v). Observons alors que, par

le numéro 4 des exercices 3, on a que:
B _ oM _ MP _ _ lllo=pall  _ _1

A~ ON = NP~ NIt-D-(o— Il — -1
Ce qui revient & A = 4 - (¢ — 1) ou encore t = % + 1

Résolvons alors 1’équation pour obtenir A en fonction de f4:

+t-(p— =Au
(14,0) +t- (p— ,q) = (A -u, A-v) id est H (b= H)
tg =\-v
On substitue ¢ dans la derniere équation qui nous donne donc:
A —X-vainsi A\ (v— 1) =
7 g+q=M\-vainsi A (v H) q
Ceci devient, si v # L, A\ = _ar
. vop—q
Puisque P est sur la bissectrice et n’est pas O, le réel ¢ ne peut étre nul et donc v = ﬁ serait
une absurdité. De plus si v < ﬁ, A serait négatif, donc N ne serait pas sur la demie-droite b
. On suppose donc que v > %. Remarquons maintenant que nous avons obtenu tous les M

possibles, puisque chaque M d’un segment M N de S s’exprime comme un (i, 0) avec v > ﬁ.

De plus pour chaque p il y a exactement un segment. Nous avons donc paramétré de maniere
bijective 'ensemble & au moyen de réels ( tels que v > %.

Calculons maintenant les longueurs:
(p) = MN? =[|[(A-u, A v) = (1, 0)[]> = (A u— ) + (A - v)?

Maintenant on développe cette longueur au moyen de l'expression que nous avons obtenu pour

A

aft o(a K 2 (o2

l(u)=< -u—u) +( ~v> = - ((qu —vpr+ )" + (qv)
v —gq v —gq v —gq ( )

Cette fonction de pt est une fonction convexe: en effet la somme de carré en est une et:

0 ( J2 ) _ 2(0’—gqu)+2pw® _ 2qu

2 \vi—q ) — (vft—q)3 ~ (vp—q)?

qui est bien strictement positive pour vp — ¢ > 0. Donc I(t) est le produit de deux fonctions

strictement convexes, elle est strictement convexe.
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La stricte convexité de I({t) nous donne la chose suivante: étant donné une valeur de I(p), il ne
peut y avoir plus d’un autre ( ayant tel que I(pt) lui est égal. De plus il n’y a qu’un seul point ot
la valeur n’est atteinte qu’une seule fois, & savoir le minimum. Ainsi étant donnés deux segments
de S de méme longueur, il y a au plus un autre segment de & qui a méme longueur. Et il y
a exactement un segment qui est le seul a avoir cette longueur. Sachant que tous les segments
sauf le perpendiculaire a la bissectrice en a deux. On conclut que ce minimum est le segment
perpendiculaire & la bissectrice. Sachant que ’on a au moins un autre segment de méme longueur
au moins pour tous les autres segments, on conclut qu’il y a exactement un autre segment, celui
qui est symétrique.
9
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EXERCICES 6 CORRIGE

Nous nous proposons de comencer par les deux derniers exercices qui nous permettront de donner tout de
suite une expression complete pour les deux premiers.
Nous nous permettons de confondre complétement vecteurs et points, puisqu’apres tout, un vecteur et un
point sont dans le méme ensemble |R2, on a alors que XY =Y — X et nous pouvons alors additioner les
vecteurs et les multiplier par un scalaire; la norme d’un point est encore définie: ||(z,v)|| = ||/ 22 + ¥?||.
On appelle O = (0,0) le zéro de 'espace vectoriel R%.

3. Montrer qu’une homothétie est toujours conjuguée par une translation a une homothétie centrée a l'origine

Soit ) (dites éta) une homothétie de centre P et de rapport k. Celle-ci est caractérisée par la condition
suivante:

VX €eR® Pn(X)=k-PX
qui se réécrit en:
VX € R? NX)—P=k-(X—P)cequirevient an(X)=k- (X —-P)+ P

Appelons 7 (dire tao) la translation d’amplitude —P, c’est-a-dire d’amplitudre PO ou encore la translation

qui ameéne P sur O. Alors 77 est la translation d’amplitude P.

Si Kk (dites kappa) est 'homothétie de centre O et de rapport k. On a VX € R?:
TrokoT(X)=7'okR(X—P)=7(k- (X—-P)=k-(X—P)+P

qui n’est autre que 7)(X). Ainsi N(X) = 7" o K o 7(X) pour chaque X et donc les deux applications sont

égales, ie. N =7"oKoT.

On a donc montré que toute homothétie de rapport k£ et de centre P était conjuguée a une homothétie

centrée a l'origine et de rapport k par la translation d’amplitude —P.

4. Soit ¢ (iota) une inversion autour d'un cercle centré en P et de rayon r, elle est définie par la propriété

suivante:
N )

2. _ r %
VX €R* (P} PUX) = - PX

qui se réécrit en:
WX € R’ {P} X)) = P = rxlpp - PX Cest-ardire 1(X) = xZp - (X = P)+ P
En appelant encore 7 la translation d’amplitude — P, cette méme condition devient:

VX €R*= (P} U(X) = lpm (X —P)+P =1 (W .T(X))

N 2 . . . . 7N
Etdonct=70foron&(X) = H)’;HQ VX, ie. & (prononcer xi) est une inversion autour du cercle centré a
Porigine et de rayon r.

Il nous reste & prouver que £ est conjuguée a 'inversion autour du cercle unité. Appelons 7 'homothétie de
centre O et de rapport r, 7(X) =r- X. On a alors VX € R*~ {O}:

nolon(X)=n'cf(r-X)=n" (Hriuz 'T'X) = % ' 7’2-|T|X\|2 e X o= ||X1||2 X

Donc 1" 0 £ o7 est 'inversion ( (zéta) autour du cercle unité.

Ainsié =noCont dont=1'0for=7onolontor=(Ntor) oo (N or).
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Nous venons donc de montrer que toute inversion autour d’un cercle de centre P et de rayon r est le
conjugué de l'inversion autour du cercle unité par la composition d’une translation d’amplitude —P suivie
d’une homothétie centrée a l'origine de rapport %

_Par l'exercice 4, notre inversion ¢ s’exprime de maniere générale comme ((X) = (no7)* oo (no7)(X)

e ot ( est Iinversion autour du cercle unité ((X) = HX1H2 - X
1

e ot 7) est 'homothétie centrée & l'origine de rapport £: 7(X) =4 X
e ol 7 est la translation d’amplitude —(5,—-2): 7(X) =X — (5,-2)

On a donc No7(X) =3 (X —(5-2)) et donc (no7)*(X)=3-z+(52). Ainsi:

UX) = (o) 0 Co (o) (X) = (5.2) 48 rrgtagys &+ (X — (5.-2)
Pour le point (0,0), cela donne:

(0,0) = (5,—2) + m (=5,2) = (5,-2) + 35 - (=5,2) = 35 - (5, -2) = (L&, 52)

_On applique l'exercice 3: notre homothétie 1) est 77 o K o 7 ol 7 est la translation envoyant (1, 3) sur (0, 0)
ie 7(X) =X —(1,3) et Kk est 'homothétie centrée a 'origine et de rapport 2: K(X)=2-X. On a alors:

nX) = (1,3)+2- (X - (1,3))

Pour le second cas, on applique toujours 'exercice 3: on 7(X) = X — (1,0) et £(X) = £ - X et:
NX)=71"okor(X)=(10)+ 3 (X —(1,0))
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EXERCICES 7 — CORRIGE

Nous nous proposons de ne travailler que dans |R27 explicitement avec des coordonnées, et de définir les
isométries de ce plan. Nous permettrons des légers abus de langages, tout particulierement, nous nous
permettrons de noter les composantes d’un point ou d’un vecteur en ligne ou en colonne selon I'apparence
typographique. Aussi, nous nous permettrons de donner des vecteurs & manger aux transformations.
Définition: Soit ¢ = (a, b) un vecteur de |R2, on appelle translation d’amplitude v la transformation 7
définie par 73(x,y) = (x + a, y+b). C’est une bijection puisque 'application 73 (z,y) = (x —a,y — b) est son
inverse (en effet 75 0 72 (2, y) = 79(x —a,y —b) = (r —a+a,y —b+b) et 7} oy(x,y) = Tw(x + a,y + b) =
(r+a—a,y+b-0>)).

Définition: Soit 6 un nombre réel, on appelle rotation & Uorigine d’angle 6 la transformation p définie

par: T\ _ cos) —sin 0 z\ _ [ x-cos gfy-sine
Po y) = \sin0 cosf y) — \asin@+y-cosf
1. Montrer que l’application p ainsi définie est une bijection. C’est-a-dire trouver son inverse.

Intuitivement, faire une rotation d’un angle @ et faire une rotation d’un angle —6 sont deux transformations
inverses I'une de I'autre. Vérifions donc que pgop_g = Id et que p_go py = Id:

T cos —0 sinf T cosf —sinf cosf sinf T
Po°P-o <y) — 70 ((sin—@ cos—@) <y)> - (sin@ cost) ) . (<—sin9 cos@) <y)>
_ cosf —sin6 cosf sinf T\
N ((sin@ cos 6 ) . <—sin9 c039>> (y) N

- cos? 0 + sin? cos @ - sinf — cos B - sin 6 z\ (10 x\ [z
N <sin9-cos(9—sin9~cos€ cos? 6 + sin? 0 > <y) N (0 1) <y> B <y)

Ainsi pg o p_g = Id. Pour prouver que p_g o pp est I'identité aussi, il suffit d’échanger les roles de 0 et —0

dans le calcul ci-haut, ¢’est-a-dire poser 8’ = —0 et faire le calcul avec 8’. Ceci est possible puisque ce calcul
est valable pour tout @ € IR. Ainsi une rotation & l'origine d’angle 6 est une bijection dont 'inverse est une
rotation & l'origine d’angle —0.

Définition: Etant donné un point C' = (¢1,¢2) de |R2, on appelle rotation de centre C et d’angle 6 le

conjugé pg d’une rotation pg par la translation 7., ot O est 'origine O = (0,0). Ceci revient & poser

pg (x.y) =T 0 pg o T (2,Y).

Définition: On appelle symétrie d’aze Oy application ooy (z,y) = (—z,y) = ((1) 91) (Z) Pour toute

droite d, on appelle symétrie d’axe d la transformation définie par:

-1
oa= (Tpp 0 pg) © 00y (75 © Pp)
Ot P est un point de d et € est un réel tel que p'é (Oy) est parallele & d, ce qui est équivalent & dire que
1
(Tpo 0 pp) (Oy) =d.
11 vous faut absolument noter que dans toutes ces définitions sauf les deux derniéres, l'identité ¢(x,y) = (z,y)
est une possibilité.

2. Montrer que toute symétrie est une involution c’est-a-dire une transformation qui, si elle est appliquée deux
fois, devient lidentité. Concluez que la symétrie est une bijection.

Observons d’abord que ooy © 0oy (2,y) = coy(—2,y) = (x,y) donc oo, est une involution.
Supposons maintenant que d = (73 o pg)™ (Oy) alors:
oa00a= (T30 pg)" 0oy o (750 pg) ° (150 pg)" © Toy © (T3 0 py)

-1

= (150pp)" 000y 000y ° (170 pg) = (T30 pg)” © (5 0 pg) = Id
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Ainsi une symétrie est son propre inverse; puisqu’elle admet un inverse, une symétrie est une bijection.

_Vrai ou fauz: une symétrie suivie d’une rotation est encore une symétrie.

Avant de répondre a la question, laissez-moi présenter un petit lemme vraiment pratique:

LEmMmMmEe Les isométries ne commutent pas en général, mais on a, V0 € R et V& € R?:

00y O Ty = UOy(g)OUOy et p9 OTg:Tpe(a)Ope et Joyopezp_HOUOy

DEMO 1l suffit de calculer, en tous cas pour la premiere ligne:

x\ __ r+v _ _ x
00y © Ty (y) =00y (y+v;) = (33+U1u -y — UQ) = Tooy,(7) © 00y (y)

ppors (2) =rp (2t) = (28 ) (2) + (28 ) () = mopm o0 ()

Pour la seconde ligne, permettons de calculer séparément oo, 0 py et p_go oo, pour voir qu’elles
coincident :
° )\ __ cosf sinf (10 T\ __ cos@ —sinf T
'0—(9 G0y y) —sin@ cosf 0 -1 y ) —sinf —cosf Y

1 0 0 sinf —cos —sinf
soverg ()= (52) (“abd) ()= (T o) (5)
Ainsi p_g o 0oy et 0oy 0 pp coincident sur tous les points et sont donc égales.

qQ

Armé de ce lemme, nous pouvons attatquer de face 'exploration ce que sera la composition d’une symétrie
puis d’une rotation: supposons que notre symétrie est (7-77 ) pe)'l 000y O (7-17 ) pe) est que la rotation est
T 0 py o T (rho-upsilon). La composition ¢ est alors: est alors:
E -1 E
SO:T,L%OpUOT,J;O (Tgop9> OO’OyO (Tﬁope) :Tl%;‘opvOT’LD‘Op,HOT:UOUOyOTﬁOpQ
= T—iitpy (W) —pvop_g(7) © Py_0 © 90y © Tt © PP = T—witpy (@) —p,,_g(@)+p,,_goooy(v) © Py_0 ° 70y ° Py

Grace & notre lemme de commutation, nous pouvons passer “juste ce qu'il faut” de v — 6 pour faire un sorte
que les trois derniers facteurs soient une conjuguaison, passons %U de 'autre coté de la symétrie:

P = T pu (@) —p,,_g(0)+py,_goooy(v) © PLy—f © T0y © PY_1y

= Tt po (0) —py_g(@)+py_gooony(v) © /féfév © 00y ©PY_1y
Ainsi notre transformation ¢ n’est rien d’autre que la composition d’une translation suivie d’une symétrie,
nous prouverons a l’exercice 5 que c’est une symétrie si 'amplitude de notre translation est 1 a ’axe de
symétrie et, a lexercice 6, que ce n’en est pas une si 'amplitude de notre translation est non-nulle et || &
I'axe de symétrie. Dans les autres cas, 'amplitude z'= — + py (W) — p,,_g (V) + p,,_g © 00y (v) se décompose
de maniere unique en @ + bou @ est | & laxe et bla ’axe, sachant que la composée de la symétrie avec 7
est encore une symétrie (exercice 4), (0 ne sera une symétrie que si @ est nul.

_Montrer que la composition d’une translation et d’une symétrie dont l'aze est orthogonal au vecteur de
translation est encore une symétrie.

Supposons que notre symétrie est (Tgo p@)i 0 0oy © (T{; o ,09) et que notre translation est 7z avec W L
(T30 ,09)-1 (Oy) i.e. Ty 0 pg(w) L Oy or les translations préservent les angles donc py(w) L Oy. Alors notre
composée ( sera:

90 = T © (7‘17 o pe)l o O’Oy o (TgO pe) = T © p_e OT_z O Cfoy OTyO p0 = p_e [e] T—17+p9(u7) o Cfoy O TyO p9

Or pg(w) L Oy signifie que la seconde composante de pg(w) est nulle et donc ooy (pg(W)) = —py(w). Et
done, pour tout réel A, on a ooy (A - pg(w)) = —A - pg(w) ainsi 'on peut passer une moitié de py(w) de
I’autre coté de ooy cela donne:
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P =P O T 5+dpg() © IOy © To—Lpo () © P = P_0 © T 1 ppas) © TOu © To—kpp(a) © PO

-1
- (Tﬁ—%pg(@) © p@) © 00y © (Tﬁ—%pg(vﬁ) © p@)
qui est donc bien une symétrie d’axe

(7o 3ot 2 29) (O9) =p_goTi s, (Oy) =7y5(d)

2

ou d est 'axe de la premiere symétrie, d = (Tg o pe)-1 (Oy).
Définition: Etant donnée une transformation @ de |R2, on dit qu’elle préserve l’orientation si pour tout

—_— —
triplet de points distincts O, P et @ les nombres dét{OP, 0Q) et dét((O)p(P), v(0)p(Q)) ont méme signe.

Si les nombres dét(O—fD, O—Cj) et dét(p(0)(P), p(0)p(Q)) ont des signes opposés pour tout triplet, alors on
dira qu’elle _renverse l’orientation .

_Montrer que le produit deuz transformations qui préservent l'orientation préserve l’orientation, que le pro-
duit d’une transformation qui préserve l'orientation et une qui renverse l’orientation renverse l’orientation.
Montrer alors que les translations et les rotations préservent l'orientation et qu’une symétrie renverse
lorientation.

Ecrivons sgn : R — {-1,0,1} la fonction qui & chaque réel associe —1 §’il est négatif, 0 s’il est nul et
1 8’il est positif. La preuve est un peu machinale: Soient ¢ et ¥, deux transformations qui préservent
Porientation alors pour tout O, P et @ trois points distincts, on a que:

sgn dét(p o W(0)p o W(P)p o W(0)p o W(Q)) = sgn dét(p(0)p(P)p(0)p(Q)) = sgn dé(OP, 0Q)
Donc ¢ o ¥ préserve l'orientation.
Si o préserve l'orientation et ¥ la renverse alors:

—

sen dét(ip 0 U(0)p 0 U(P)p 0 W(0)p 0 W(Q)) = —sgn dét(p(0)p(PIp(0)p(Q)) = —sgn dét(OP, OGQ)

Ainsi ( o ¥ renverse l'orientation.
Si ¢ renverse l'orientation et ¥ la préserve:

sgn dét( o W (0)p o W (P)p o W(0)p o ¥(Q)) = sgn dét(p(0)p(P)p(0)p(Q)) = —sgn dé((OP, 0Q)

Ainsi (¢ o ¥ renverse D'orientation: Si (0 et renverse l'orientation et ¥ aussi alors:

— —

sgn dét(p o W (0)p o W (P)p oW (0)p oW (Q)) = —sgn dét(p(0)p(P)p(0)p(Q)) = sgn dét{OP,0Q)

Donc ¢ o ¥ préserve l'orientation.

_
Passons a la partie plus intéressante: si ¢ est un translation 73 alors, pour tout X et Y ona: @(X)p(Y) =
O(Y)=@(X)=Y+7—-X—7=Y —X = XY ainsi le déterminant ne sera pas changé. Donc une translation
préserve l'orientation.
Si @ est une transformation donnée par: (z ) — (‘Z Z) (5) alors observons le phénomene suivant: étant
donnés X et Y deux points, on a que:

PP = () =) = (¢ )y = (e ) x = (2 h) (v = x) = (24) XV

Ainsi la matrice dont les colonnes sont ©(O)@(P) et p(0)@(Q) est le produit de (Z Z) par la matrice dont

les colonnes sont OP et O_Q. Or le déterminant envoye produit sur produit donc: ¢ préserve l'orientation

si et seulement si dét(‘; Z) > 0 et renverse 'orientation si et seulement si dét (Z Z) < 0.

On peut donc dire qu’une rotation a l'origine préserve l'orientation puisque dét(g’sg _Czisnee) = cos? 0 +

sin? @ = 1 et que la symétrie d’axe Oy renverse Iorientation puisque dét (é P1) =—1.
On peut alors, grace au produit, généraliser ces résultats:

— toute rotation 7_z o py o 7y préserve l'orientation.
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— toute symétrie (TO—'P o ,09)-1 000y © (TO~P o po) renverse ’orientation.

6. Soient o4 une symétrie d’axe d et Tz une translation d’amplitude W non-nulle et paralléle a d, montrer que
la composition Tg o o4 est une transformation sans points fizes et qui n’est donc ni une symétrie, ni une
rotation. Montrer qu’elle renverse ['orientation et donc qu’elle n’est pas non-plus une translation.

Cette transformation s’appelle un retournement sans points fizes .

On suppose, comme d’habitude que la symétrie est (750 pe)-l 000y o (T50pg) et que la translation est 7
avec W || (170 p9)>1 (Oy) ie. pg(w) || Oy 11 est clair que la composition renverse I'orientation, montrons
qu’elle n’a pas de point fixes: pour cela observons d’abord que la conjugaison transporte les points fixes, en
effet si (0(X) = X et ¥ est une autre transformation alors: ¥'o oW (¥ (X)) =¥ (X) donc ¥*(X) est
un point fixe de ¥ o o V.

Or, VZ || Oy la transformation 7z 0 6o, n’a pas de points fixes sinon on aurait un X tel que 7z000,(X) = X
ie. 0oy(X) = X + Z et ceci est absurde puisque en deuxiéme composante, on a x2 et T2 + 22, ces deux
nombres ne peuvent étre égaux a moins que z soit nul, mais, puisque Z est parallele a Oy, sa premiere
composante est nulle donc z’ serait nul

Montrons alors que 7 0 0oy est le conjugué d’une telle transformation:

70 (150.pg)" © 00y (750 pg) = p_g © T © Tyy(a) © 0y © T 0 Py

qui n’est rien d’autre que (7',,7 o p@)-l O Tpy (i) © 0Oy © (7',,7 o pe) ainsi le nombre de points fixes de 75 0 04 est
le méme que celui de Tpg(i) © TOy; OT Py (W) || Oy ainsi Tpg(@) © 00y n’a pas de points fixes donc 75 0 g4 n’en
a pas non-plus.

Ainsi Tgo04 est un transformation qui renverse ’orientation donc elle n’est ni une rotation ni une translation
et qui n’a pas de points fixes donc elle n’est pas non-plus une symétrie. Il a bien fallu lui inventer un nom,
retournement sans points fixes paraissait adapté.

COMPLEMENT AU COURS

Théoréme soit ( une bijection entre deux droites projectives distinctes d et d’, supposons que @
préserve le birapport signé alors ¢ est une perspectivité.

DEMO Deux cas se présentent: sil’on appelle X le point d’intersection de d et d’ alors soit p(X) = X
soit p(X) # X.

Si p(X) = X alors soient A et B deux points distincts et distincts de X et A" = p(A)
et B’ = (B). Puisque A et B sont distincts de X, leurs images sont distinctes de leur
source (sinon les droites posséderaient deux points en commun) et elles sont distinctes I'une
de lautre puisque ¢ est une bijection. Alors les droites A4’ et BB’ sont distinctes et
s’intersectent en un point qui n’est ni dans d ni dans d’, disons O, alors la projection 7 de
d sur d’ au centre O envoye A sur A’, B sur B’ et X sur X, c’est une bijection préservant
le birapport signé et coincidant avec ¢ sur trois points, c’est donc la méme transformation.
Si (X)) # X alors choisissons un point P’ de d’ distinct de (X)) et de X, soit P = @ (P’),
et une droite ¢ distincte de d’ et de PP’. Choisissons un point O de PP’ distinct de P et de
P’. Appelons 7 la projection de ¢ sur d au centre O. Elle envoye P’ sur P. Et composons
T avec (p, cela donne une transformation ¥ entre ¢ et d’ envoyant P’ sur lui méme. Le
premier cas nous dit alors que c’est une projection centrale, donc ¢ = ¥ o 7. Ainsi (p est
la composition de deux projections centrales.

Q
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Corollaire  soit © une bijection entre deux droites projectives quelconques d et d’, si (¢ préserve le
birapport alors ¢ est la composition d’au plus trois projections centrales.

DEMO Si d # d’' alors le théoréme s’applique directement. Sinon, i.e. d = d’ on peut choisir un point
O hors de d et une droite d’ ne passant pas par O alors soit 7 la projection centrale de d”’ sur
d au centre O. On peut appliquer le théoreme & @ o 7 qui nous dit que ¢ o 7 est la composition
d’au plus deux projections centrales ¢ o T = cvo 3. Alors on a que ¢ = awo F o ! qui est une
composition de trois projections centrales.
Q
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Dossier bibliotheque: Francois Lalonde #1

Université du Québec a Montréal ——————— Introduction A la Géométrie —————— le 2 décembre 1995

EXERCICES 8 CORRIGE

1.1i) Soient les deux droites affines de R® définies par:

dlz{(x,y)EIRQ\yzl} et dgz{(m,y)€|R2|x:1}
Utilisons les coordonnées x sur dy et y sur do. Trouver alors la fonction y(x) correspondant a la projection
centrale de dy sur dy émanant de Uorigine (0,0) de R*. Quelle est la valeur de cette fonction en z =0 ?
Etant donné un point (z,1) € dy, la droite d passant par (0,0) et (x, 1) se donne par I'équation paramétrique:

d={(\ 2, VAR

La projection (1,y) de (z,1) sur dy au centre (0,0) sera le point d’intersection de d et ds s’il existe. Notez
qu’il ne peut y avoir plus de d’'un point d’intersection, sinon d et ds seraient confondues ce qui est absurde
puisque (0,0) € d alors qu’il n’est pas dans ds (en effet 0 # 1).
L’intersection de d et do est, s'il existe, le point (1,%) tel qu’il existe A € IR en sorte que (1,3) = (A -z, A)
iee Arx=1lety=A\
Notez que si A = 0, ce n’est pas possible, donc A = 0 n’est pas le A qu’on cherche.
En outre, si # = 0, il n’y a aucun A possible, ainsi le point (0,1) n’a pas d’image par la projection centrale
de d; sur dy au centre (0,0).
Siz # 0 alors A = L est le A cherché C'est-a-dire que (A -z, A) = (1, 1) est I'intersection de d et de dy que
nous cherchons. Et donc y(z) = % est la fonction cherchée.

ii) Généraliser au cas ot
dy = {(a:,y) eR?ay-z+by-y+ac :0} et do = {(;my) € R’lag -z + by -y + ¢ :0}

sont deuz droites affines quelconques ne passant pas par Uorigine (0,0) de R%.
Etant donné un point P = (p,q) de dy, la droite OP est:
dp ={A-p,A-q)|A €eR}
et la projection centrale de (p, q) sur ds au centre (0,0) sera 'unique point d’intersection de dp avec dy 'l
existe (encore une fois, il ne peut y avoir plus d’un point d’intersection, pourquoi 7). On a alors:
dpNdy = {(w,y) EIRQB)\ ER(z,y)=A-(p,q) et ag-x+by-y+co = 0}
Cet ensemble est égal aux suivants puisque conditions sont équivalentes:

:{(x,y)€|R2|EI)\€|R (r,y) = A-(p,q) et azo/\op+b20)\~q+(32:0}

= {(2.1) ERPAER (,9) = A (p.0) et A~ (a2 p+bsq) = >}

Ici, il nous faut différencier les deux situations: soit as - p+ b - ¢ = 0 soit as - p+ bs - g £ 0.
Siag-p+bs-q =0, co devrait étre nul mais donc dy contiendrait (0,0) (puisque (0,0) satisfairait & la
condition), ce qui est absurde. Ainsi la condition serait toujours fausse et donc 'intersection serait vide,
c’est-a-dire que la projection de (p, q) sur do au centre (0,0) ne serait pas définie.

Siag-p+by-q#0alors A = ﬁﬁw'q est I'unique A possible, et donc I’ensemble dy N dp n’est composé que
d’un point:

—D-C2 —q - C2
dy N dp = ,
0P {(ag-p+b2~q a2'p+b2'Q>}

Et cet unique point est la projection centrale de (p,q) sur d2 au centre (0, 0).
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2 o Soient dy et dy deuz droites et P € R? un point qui n’est ni dans dy ni dans da. Prouver que dy || da si et

Seul. Si:

Si:

seulement si la projection centrale de dy sur ds est défine pour tous les points de d; .

si dy || d2 alors pour tout R € dj, la droite PR n’est pas parallele a dy sinon PR || da || di (lire serait
paralléle &) donc PR || di ce qui est absurde puisque R € d;. Ainsi PR coupe ds en un point (unique
puisque PR # dy puisque PR > P ¢ dy)); ce point d’intersection est la projection de R sur dy au centre P.
Ce raisonnement étant valable pour tout point R € di, la projection centrale de dy sur do au centre P est
partout définie.

Si VR € di, 'image de R par la projection sur ds au centre P existe alors pour tout R € d;, PR coupe ds.

Supposons que d; |[ d2 alors soit e la parallele a do passant par P. Alors e |[f dy sinon d; || e || d2 . Appelons
alors @ l'intersection de d; avec e. On a alors que la droite @P = e est parallele & dy (notez que Q # P
puisque P ¢ dy). Donc la projection de @ sur dy au centre P n’est pas définie, puisque dy N PQ = (). Ainsi
la supposition que d; |f do est fausse i.e. dy || da.

Si dy et do sont paralléles, montrer que la projection de dy sur do au centre P est une application linéaire
affine, i.e. qu’elle préserve les rapports de longueurs.

Soient A, B et C trois points distincts de dp, nous voulons comparer le rapport ﬁ—g au rapport ﬁ:—g: ot A’,

B’ et C’ sont les images respectives de A, B et C. Puisque d; || da, on a, par le théoréme de Thaleés:
AB PA AC

AB — PA T ACT
Ainsi:

AB AC AB _ A'B’

AB T A T AC T AC
Ceci étant vrai pour tout triplet de points distincts A, B et C' de dy, la projection de d; sur dy au centre P
est linéaire affine.

Montrer que sidy |f da, la bijection est définie complétement si l’on étend les droites en des droites projectives.

Si dy |f d2, on a trouvé un point R € d; dont la projection n’était pas déinie et que, dans ce cas, PR || da.
Dans le plan projectif, I'intersection de £R et dy existe, c’est la point a l'infini de ds. En outre, si @ est le
point a I'infini de d; alors la droite P& est la droite parallele a dy passant par P, elle intersecte nécessairement
dy (sinon ds || d1) et donc 'application s’étend & de la droite projective d; a la droite projective ds.

Notez ensuite que notre application est encore une bijection: son inverse est la projection de dy sur d; au
centre P. En effet étant donné un point X € dj, sa projection X’ sur do au centre P est un point X’ qui est
I'intersection de PX avec do; or la projection de X’ sur d; est l'intersection de PX' avec di, or PX' = PX
par définition, donc cette projection est X. Ainsi la composée de ces deux projections donne l'identité. A
vous de démontrer que la composition dans ’autre sens donne I'identité, cela nous montre que ce sont bien
des bijections.
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EXERCICES 9 — CORRIGE

2. Trouvez Uinversion du point (—10,15) € R par apport a lellipse d’équation %2 + % = 16. (Indication:
utilisez d’abord une application linéaire bijective qui envoye cet ellipse sur le cercle unité).
Trouvez la polaire correspondant & (—10,15).

Afin de clarifier les notations (vous comprendrez pourquoi), il convient de noter (z’,y’) les coordonnées de

I'image (z, y) par la transformation (¢ que nous voulons: on cherche une transformation @: (z,y) — (2/,y’)
en sorte que (x,y) € ellipse si et seulement si (z,3) € au cercle unité. Intuitivement il faudrait multiplier
x par 2, y par 5 puis multiplier les deux par 4. Essayons donc de poser (8 -z',20 - y') = (z,y). On obtient
(x/ay/) = 90(3373/) = (% © L, % . y)
2 2 (82" | (209)* 2 2 _

L+L=16 — T2+ =16 — 27°+y°=1
Ainsi I'image par ¢ de Dellipse est le cercle unité. Notons encore que ¢(—10,15) = (—g, %) L’inversion de
(=10, 15) autour de Dellipse sera alors ¢* de I'inversion de ¢(—10,15) par le cercle unité.
Ce dernier n’est autre que:

b (a3 6 58y (1006
(=2)2+(3)2 4'4) 34 474)  \ 17717

Ainsi Dinversion de (—10,15) autour de Iellipse n’est autre que ¢ (12, &) qui est:

2 (1063 (o 10, 6 _ (80 120
Y\1rw) "\ ) T\

Pour calculer la polaire, de ce point par rapport a I'ellipse, il suffit de trouver la droite perpendiculaire a la
droite allant de (0,0) & (—10,15) (notez que cette droite contient 'image par Pinversion. Elle aura comme
vecteur directeur (15,10) un orthogonal & (—10,15) et passera par I'image par l'inversion de (—10, 15). Cela

donne I’équation paramétrique:
80
z = 15
(p): ( ):<11270>+>"( )
Y i 10

4. SoitlP'R considéré intrinsequement comme ’espace des droites vectorielles de R?. Montrez qu’une application
I PR — IP'R est projective si et seulement si elle est induite par une application linéaire bijective de
lespace vectoriel IR?.

P'R est I'ensemble des droites vectorielles (i.e. passant par (0,0)). On peut définir le birapport de tout
quadruplet de points de |P1|R7 il suffit pour cela de choisir une droite ne passant par ’origine qui croise les
quatre droites vectorielles représentant les points (c’est toujours possible). Le birapport du quadruplet est
alors le birapport dans la droite, notons que cela ne dépend pas de la droite choisie puisque le birapport est
invariant par projection centrale.

Etant donné une application linéaire ¢, donnée par une matrice (‘; 2), de R* — |R27 elle vaut:

()= () ()

Etant une application linéaire, elle va envoyer sous-espace vectoriel sur sous-espace vectoriel, mais pour
pouvoir la passer au plan projectif il faut qu’elle envoye droite vectorielle sur droite vectorielle, ainsi elle ne
doit envoyer aucun point, sauf le (0,0), sur (0,0). Il faut et il suffit donc qu’elle soit bijective, ¢’est-a-dire
que son déterminant soit non-nul. Supposons que ce soit le cas, on peut alors poser:

p:iP'R—PR  [o]—[(2%)(7)]

11 vous faut noter que le fait de application linéaire est trés important ici (si on change 1’expression de [ﬂ

par un multiple, on doit encore retomber sur un multiple.
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Montrons donc que cette bijection préserve le birapport. Soient 4 points de PR (donc des droites vectorielles
de |R2) et soit d une droite coupant ces quatre droites vectorielles en 4 points. Si I’équation paramétrique de
cette droite est

(d): (z) = (5) +A- (%) alors d = ¢(d) a I'équation paramétrique ((d)): (;) = (5) +u-o ()

Le birapport se mesure au moyen du A de chaque point étant I'intersection des droites vectorielles et de d.
Et @ envoye les droites vectorielles en multipliant par la matrice le vecteur directeur. Ainsi les intersections
de ces droites vectorielles avec d’ auront le méme scalaire (4t = A\ et donc le birapport est conservé.

Supposons maintenant que le birapport est conservé par une transformation quelconque @: P'R — P'R.
Choisissons trois points distincts de P'R, A = [}], B = [%] et C = [}] et nommons A’, B’ et O’ leurs
images par (. On choisit un point non-nul dans chacune des droites vectorielles A’, B’ et C’, disons:

a=[n] B=[n] o=[2]

) b . .
oy f3 1) pour n’importe quels ¢ et 3 des réels non-nuls, alors on a:

Q-az 6*b2
Mog [ =[0u]=0l] Mys-[0=[50] =%
11 nous reste alors & trouver «v et (3 pour que ca coincide aussi pour H]

01:05‘@14-5'171
02=Oé-a2+ﬁ~ﬁ2

] et [Z;} sont linéairement indépendants. Ce systeme admet

Alors on pose M, 3= (

Il nous suffit de résoudre le systeme d’équation { . Or ceci est possible car les droites vectorielles

ay

A’ et B’ sont distinctes, donc les vecteurs {az

donc une solution « et (3 (uniques) et 1'on peut donc poser: 1 {ﬂ = M, 3 {Z] qui nous donne une

transformation de P'R qui préserve les birapports (comme nous avons montré au début) et qui coincide
avec ( sur trois points. On peut alors appliquer le lemme qui dit que d’une droite projective dans une droite
projective, deux transformations préservant le birapport qui coincident en trois points sont égales. On déduit
donc que @ est induite par une transformation linéaire de IR?.

. Montrer que le théoréme de Désargues peut étre considéré comme un cas dégéné du théoréme de Pascal
lorsque la conique du théoréme de Pascal dégénére en deux droites distinctes.

Observons d’abord que le théoreme de Pappus est une conséquence directe du
théoreme de Pascal sur une conique dégénérée en deux droites. Le théoreme de
Pappus affirme qu’étant donnés six points A, B, C, D, E et F tels que A, B
et C sont alignés surune droite [ et D, F et F sont alignés sur une droite m en
sorte qu’aucun de ces six points n’est l'intersection de [ et m alors les intersec-
tions P = AFENDB, Q = AFNED et R = BFNEE sont alignés. 1l suffit, en effet
de considérer la réunion des deux droites [ U m comme une conique, I'hexagone AECDBF est inscrit dans
celle-ci, donc les cOtés opposés se rencontrent, ce qui donne le résultat désiré. Le fait que le théoreme
de Pappus implique celui de Désargues devrait étre une chose connue. Pour la complétude, nous nous
permettons de donner une preuve qui se fait en deux étapes:

Perspectivismes Pappiens: Sily, [; et I3 sont trois droites ne concourant pas au méme point et f: [ —
I3 la projection centrale de l; sur Il au centre U, g: I — I3 la projection centrale Iy sur I3 au centre V en
sorte que B~ coupe [; et I3 au méme endroit alors il existe un point W tel que la composition f o g est la
projection centrale de /1 sur I3 au centre W.
\/ Posons A1 = lo N3, As = 11 N3 et A3 = [ N1y, on peut décider alors
Ay U que W est intersection &4, N ¥A3. Pour tout point P; sur L, appelons
Py, = f(P1) et P3 = g(P,). Nous pouvons alors appliquer le théoréme de
Pappus aux six points U, V', As et A3, A1 et P5. Il nous donne alors que
W = U4, N VA3, P = Py N Ay Az et P3 = Py N AsAT sont alignés.
Ceci étant valables pour tout P; distincts de Ay et A3 (mais pour ces deux
cas, c’est évident), on a que Py, fog(P;) et W sont toujours alignés, donc
que f o g est la projection centrale de I; sur I3 au centre W.
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En fait, on peut montrer beaucoup plus fort a partir de Pappus, que toute projectivité entre deux droites
distinctes est une projection centrale, nous ne le ferons pas (se reporter au rayon QA471 de la bibliothéque).

Pappus = Désargues Considérons deux triangles AABC et AA'B'C’ (avec A# A', B# B’ et C # C")
en sorte que AA’, BB’ et €€’ passent par le méme point O. Alors C" = ABA'B’, B" = ACAC et
C" = BE i+-BLC’ sont alignés.

Appelons I = AA', I = BB’ et I3 = CC’. Considérons la projectivité ¢ qui est la composition de la
projection de 1 sur I au centre C” suivie de la projection de ls sur I3 au centre a’’. Nous voudrions prouver
que @ est la projection de [y sur I3 au centre b”.

D’abord il est clair que O est sa propre image par . Il nous faut une petite modification avant d’appliquer le
théoréme précédent, puisque I, I et I3 coincident en un point. Posons donc Q1 = A2E" NIy, Qo = ALE"' N5,
Qs = A’E" N3 et choisissons une troisieme droite [ passant par ;. Posons encore O = OA” N1,
B; = BE&NIj et by = B"¢"N1}. Nous pouvons alors exprimer f comme la composition des trois perspectives
suivantes:

centre C”;, centre A”,, centre A"
ll e l2 — l1 e lg
A+~ B +— B — C
A — B +— B} —
Qi — Q — Q1 — Q3
O — 0] — O/ — O

Or, par le théoreme 2, la premiere composition est une projection centrale, puisque ()1 est envoyé sur lui-
méme. Ainsi toute la composition est une projection centrale puisque O est envoyé sur lui-méme. Donc f
est bien la projection centrale au centre B” (puisqu’elles coincident sur au moins trois points), d’ott B” est
sur Qt&@3 qui estA'C"”. Donc A”, B” et C" sont alignés.
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