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Introduction

En 1893, Adolf Hurwitz a prouvé par des moyens analytiques qu'une surface complexe de genre g supérieur
ou égal & 2 ne pouvait avoir plus de 84- (g — 1) transformations conformes. Depuis, de nombreuses personnes
ont modélisés la géométrie conforme complexe en la géométrie hyperbolique, & commencer par Poincarré,
Klein et Siegel.

Le théoreme était la mais il a été difficile d’aller plus loin, c’est-a-dire de donner la liste des groupes de
transformations conformes qui atteignaient cette borne maximale, ils s’appelleront les groupes d’Hurwitz.
Le travail est encore, selon notre connaissance inachevé.

Le présent travail de dipléme se propose de redémontrer les étapes essentielles de ce théoreme en appliquant
le formalisme de la géométrie hyperbolique et en parallele de construire un exemple de groupe d’Hurwitz
par un moyen combinatoire privilégié: le graphe de Cayley d’un groupe. L’exemple sera le groupe PSLy (IF7)
agissant sur une surface de genre 3.

Nous admettrons les connaissances élémentaires de géométrie différentielle (pour cela, le livre [Berger-
Gostiauzr (1987)] peut constituer un excellent rappel), de la théorie des revétements (c.f. [Wolf (1974),
pp 31-42]) et de la géométrie hyperbolique (un livre élémentaire peut y introduire [Lyndon (1984)], des
énoncés plus conséquents se trouvent dans [Zieschang (1981), pp 10-43], enfin [Magnus (1974)] peut donner
une bonne culture générale).

Le texte est organisé de la facon suivante: les trois premiers chapitres introduisent aux outils combinatoires
étudiés ici, les trois suivants démontrent les théoremes géométriques qui nous serviront; les deux derniers
chapitres font une synthese de ces deux facettes afin de prouver que notre groupe est bien un groupe d’Hurwitz
et de s’approcher d’une réalisation abordable de la surface et de son pavage.

Plus précisément, le chapitre premier donne les premieres définitons nécessaires a I'observation du groupe
qui deviendra groupe d’Hurwitz, il prouve en outre la simplicité des groupes PSL, (K); le chapitre II a
pour ambition de donner un cadre parfaitement rigoureux aux graphes de Cayley en s’approchant le plus
possible d’'une “utilisation pratique” de cet outil; le chapitre III utilise les deux précédents pour déterminer
une présentation de PSL27; le chapitre IV est sans commentaire; le chapitre V nous construit 1’élément
le plus difficle & atteindre du théoréme d’Hurwitz, a savoir l'existance de groupes triangulaires, le chapitre
VI achéve la démonstration. Au chapitre VII nous synthétiserons les précédents pour exhiber de maniere
abstraite la surface sur laquelle agit PSLy (F7) et montrer qu’il est un groupe d’Hurwitz. Le dernier chapitre
s’occupe essentiellement de simplifier la structure des 168 éléments de PSL; (F7) afin d’obtenir une surface
véritablement réalisable.

Je voudrais chaleureusement remercier mon directeur de diplome, le professeur Oscar Burlet, pour m’avoir
introduit une si belle matiere et je voudrais remercier également le professeur Marc Troyanov pour les longues
heures de patience passées avec moi.

Paul Libbrecht
Lausanne, le 19 aott 94






Chapitre |
Transformations homographiques de K

Ce premier chapitre est la premiere approche des groupes linéaires projectifs. Des propriétés essentielles de
PSL; (K) sont étudiées ici, avec un éclairage particulier sur les générateurs et relations qui les lient. L’étude
est faite de maniére “géométrique” au sens ou les PSLy (K) sont considérés comme des groupes agissant
homographiquement sur IP1IK, on rencontrera donc des étres comme des inversersions, des translations, etc.
Le but final est la démonstration de la simplicité de presque tous les PSL; (K).

Définition cadre

Soit K un corps commutatif quelconque et n un entier > 2. Le groupe linéaire GL,(K) est le groupe de
toutes les matrices inversibles (i.e. de déterminant non-nul) de taille n x n. On considére I’action matricielle
multiplicative de GL, (K) sur K". Par mesure de cohérence, on appellera [i cette action, c’est-d-dire que f
est un morphisme de groupe GL,,(K) — Perm(K").

L3t

Tn )

Pour des raisons de mise en page, on notera un élément de K" indifféremment (x1,...,x,) ou ( ; dans
tous les cas, la multiplication d’un vecteur par une matrice est la multiplication a gauche en considérant que
le vecteur est écrit en colonne.

Au chapitre des notations, précisons encore que si G est une matrice, on écrira (G);. pour sa composante
reme

a la ligne [ et la colonne c. De méme, si v = (z1,...,7,) est un vecteur de K" alors on notera (v); sa i
composante.

Lemme GL,(K) agit fidelement sur K".

DEMO En effet, supposons que ((G) soit l'identité pour une certaine matrice G de GL,(K). Si 'on
appelle (e;)?_; la base ordonnée canonique de K", (e;); = d;; (Kronecker), alors on a:

(1(G)(e))y, = (G)ik

Puisque f4(G) est I'identité, on a donc que ((G)(e;) = e; ainsi (G);r = O et donc G ne peut
étre que la matrice identité.

Définition projective
Soit n > 2 et IK un corps, appelons Scal, (K) le sous-groupe de GL,(IK) composé des matrices scalaires
A= \-1. Clairement Scal, (K) est isomorphe au groupe (K*,-).

On appellera alors IP,_1K le quotient de I’ensemble des vecteurs non-nuls de K" par 'action du groupe
Scal, (K).

Lemme
Z (GL,(K)) = Scal, (K)

DEMO Z(GL,(K)) D Scal,(K) : Cette affirmation est claire puisque tout A € Scal, (K) s’écrit de
maniere unique comme \-I: A-B=\X-1-B=\X-B-I=B-(Al)= BA,

Z (GL,(K)) C Scal,(K) : Pour chaque i # j =1,...,n, posons C;; comme la matrice n’ayant
que des 1 sur la diagonale et un 1 en ¢, j:
1 sil=c
(Cz'j)hc{l sil=ietc=y
0 sinon
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On obtient alors que:
n

A)e il # 4
{ EA;i( + (Ae :i ! i i = (Cijyy - Are = (Cij - A),, =

k=1

- (A) sic#j

= . .. — . .. — lc

-G =S o= { ({4 4, 3022
Pour chaque c# jona: (A)jc+ (A)iec=(Cij-A)ic=(A-Cij)ic = (A)i ainsi (A);. =0, ceci
étant valable pour n’importe quel j, on obtient que les composantes de la matrice A sont nulles
en dehors de la diagonale. Donc, si A est dans le centre de GL,, (K), elle est forcément diagonale.
En outre (4);,; + (A)i; = (Cij - A), ; = (A-Cyy),; ; = (A)ii + (A)i; pour chaque i # j et deés
lors (A);; = (A);; ce qui signifie que toutes les composantes de la diagonale sont égales et donc
que toute matrice du centre de GL,,(K) est une matrice scalaire.

Q

Lemme  Laction de G L, (K) passe au quotient de K" par Scal,, (K).

DEMO 1l s’agit d’une conséquence immédiate du lemme précédent :
Quel que soit z € K" et V G € GL,(K) on a que

p(G) (p(Scaln (K))(2)) = p (G - Scaln (K)) (x) = pi (Scaln (K) - G) (x) = p(Scaln (K)) (1(G) ()
Ce qui signifie que si deux vecteurs de K" sont équivalents par I'action de Scal, (K), leurs images
par la multiplication de n’importe quelle matrice de GL,, (KK) sont également équivalentes. Donc
laction (t peut descendre aux classes.

Q

Corollaire  on a donc une application fi: GL,(K) — Perm(P,_1KK) dont le noyau est Scal, (K). Le
morphisme d’action passe donc au quotient de GL, (IK) par Scal, (K). Il s’agit bien d’un
groupe qui sera nommé PGL,(K) . Ainsi 'action de PGL, (KK) est fidele également.

DEMO Soit G € GL,(K) telle que fi(G) est Iidentité. Cela est équivalent & ce que G soit telle que
vV z € K" 3\ € K" avec ;4(G)(z) = A -z alors pour chaque i, on peut trouver \; tel que
W(G)(e;) = Ai - e; donc (G); j = A; - ;5 ainsi la matrice G doit étre diagonale. De plus appelons
v le vecteur qui ne contient que des 1, on peut également trouver un A tel que u(G)(v) = A - v,
mais puisque la matrice est diagonale, on a que ((4(G)(v)), = A; ainsi \; = A et donc G doit
étre une matrice scalaire.
Que PGL, (K) soit un groupe vient du fait qu’il est le quotient d’un groupe par son centre qui est
bien un sous-groupe normal. En conséquence kerfi = Scal,, (KK) et donc fi redescendu au quotient
de GL,(K) par kerfi = Scal,, (K) est un morphisme injectif PGL,, (K) — Perm(P,,_1/K) et donc
laction de PGL,,(K) sur IP,,_1K est fidele.

Q

Définition
A chaque groupe GL,, (KK) on associe un morphisme bien connu, le déterminant G L,,(K) — IK*. Nous allons
considérer son noyau qui est I’ensemble des matrices de déterminant 1 et sera écrit SL, (K) .
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Lemme  Le centre de SL,, (K) est SL,(K) N Scal, (K) qui est 'ensemble des matrices scalaire A - I ou
A est une racine n**™¢ de I'identité.

DEMO Lorsque nous avons montré que le centre GL,(IK) est Scal,(K), nous avons montré que toute
matrice qui commutait avec les matrices C;; était une matrice scalaire. Or ces matrices sont
toutes triangulaires (supérieures ou inférieures) ne contenant que des 1 dans la diagonale, leur
déterminant est donc 1, i.e. C;j € SL,(K). Donc toute matrice qui est dans le centre de SL,, (K)
doit étre scalaire.

Réciproquement toute matrice scalaire commute avec toutes les matrices de SL, (IK) puisqu’elle
commute avec toutes les matrices de GL,,(K). Ainsi donc le centre de SL, (K) est ensemble des
matrices scalaires de déterminant 1.
Enfin si une matrice est diagonale, son déterminant est le produit des éléments diagonaux, il
résulte que le déterminant d’une matrice scalaire \ - I vaut A" et, également, 1 (puisqu’elle est
dans SL, (K) ainsi A est une racine n‘™¢ de 1.

Q

Définition
On appellera PSL, (K) le quotient de SL, (IK) par son centre. Il s’agit bien d’un groupe puisque le centre
est un sous-groupe normal.

DICIngImmeS En appelant p et q les projections de quotient, on a le diagramme suivant:

incl. det

1 —  SL,(K) —5 GLu(K) ——— (K%, — 1

PSL,(K) PGL,(K)
! !
1 1

Celui-ci peut étre complété:

incl

1 — SLuK) " GL, K — s (K) — 1

E O &

1 — PSL,(K) b PGL,(K) o IK*/lKn* — 1

l l !
1 1 1

On a noté ici K" pour signifier 'ensemble {k™ € K|k # 0}.

DEMO Le fait essentiel de cette démonstration est que :
incl (ker q) = {G € SL,(K) |incl(G) = G € Scal,(K)} =kerp et det(Scal,(K)) =K""

Grace a cela nous allons pouvoir construire i et d. Quant a f il est défini comme la projection
de quotient du groupe (K*,-) par le sous-groupe det(Scal, (K)) = IK"".

On construit ¢ de la fagon suivante: soit [G] un élément de PSL,(K), on a donc p(G) = [G] et
Pon pose i(G) = g oincl(G). L’application i est bien définie sur PSL, (K) puisque si p(H) =
[H] = [G] = p(G) on a que i(G) = qoincl(G) = ¢(G) = q(H) = qoincl(H) = i(H) puisque
incl(kerp) C kergq.
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De méme on construit d([G]) comme f o det(G) qui est indépendant du choix de G puisqu’on a
det(ker q) = det(Scal, (K)) = K"" = ker f.
Il nous reste a prouver que 'on a bien une suite exacte: par définition il est clair qu'on a
im4 = im(q o incl) = q(imincl) = g(ker det), de plus:

ker d = g(ker(f o det)) = q(det* (ker f)) = q(det*(det(ker q))) = q(ker det - ker q) = q(ker det)
Ainsi donc im1i = ker d.
Il est clair que d est surjective puisque f et det sont surjectives. En outre ¢ est injective puisque
ker i = p(ker(q o incl)) = p(incl* (ker ¢)) = p(kerp) = 1.

Q
Droite compl” etee, action fractionnaire

Nous allons étudier ici le rapprochement entre les transformations projectives d’une droite projective et les
transformations fractionnelles ainsi qu’elles sont pratiquées en géométrie hyperbolique. Ce sera sur ce second
modele que nous nous appuyerons pour obtenir les conclusions de notre chapitre.

Définitions

Appelons K I’ensemble composé des éléments de K et d’un élément supplémentaire nommé infini et noté
0.

Lemme  on aune bijection canonique entre IP1IK et K.

DEMO Posons B: PK - K

[(z,y)] avecy #0 ———— ¢
[(, 0)] ——

Cette application est bien définie puisque si [(x,y)] = [(a,b)] on peut trouver A € K" tel que
(z,y) = (A-a, A\-b). Alors,siy =0,onaque A-b=0i.e. b=0etdonc 3([a,b]) = cc = B([z,y]).
Siy # 0 alors b # 0 et donc:
T a A0 g

Bl =7 =55 = § =)

Elle est bijective car on peut lui trouver 'inverse suivant: -y: K — IP1K

z# oo — [(x,1)]
00 — [(1,0)]

En effet y o 3: IP,K — PK  et, de méme, Foy: K K
[(x,0)] — [(170)] TE00 — T
[(z,y)] avec y # 0 +—— [(i,y)] 00 — 00
Q
Définition

Etant donnée une matrice A = <CCL 2) de GL2(K), on lui associe 'application K — K appelée w(A) et

définie comme suit:

esic# 0, on définira w(A): KK - K
. d : a-z+b
z €lK= {_E ' c~7;-&+-d
r=—4 —_ 0
T =00 —_—
esic=0, on définira  w(A): K — K

reK —— $.0+ (ce qui est possible puisque

c=0=ad#0=a,d #0)

Ul
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Lemme Pour toute matrice A € GL,,(K), la transformation 3% ow(A)o (3 est une transformation
de IP1K qui fait le méme travail que la transformation matricielle multiplicative fi(A).

DEMO Posons A = (% 4). Onadone v [(3 )]eIP K onau I(2)1=1(22hv)]. De rautre coté:

ec=0: Bow(d)oB: [(§)] — Bow(A — Bc0)  — [(p)] =1(5)]

y#o [(;)] = ﬂow(A) — B (B ) () = ()
cc#£0: Brow)oB: [(7)] — Bow(d)(oo)— B (2) — ()] =[(eti))
y;ﬁo (z)} — Bow() ( ) — [(‘;55133)1

%) B (457)
[

En conséquence, 3% o w(A) oﬁ([(g)]) = p(A)( (y)]) pour tout [( )] € P4IK.

Corollaire L’application w ainsi construite définit une action de G Ly (IK) sur K. Son noyau est
le méme que celui de i, c’est-a-dire Scaly(K) et donc PG L2 (K) agit, par I'action
w, de maniere fidele sur K.

DEMO L’application w associe & chaque matrice de GLy(K) une transformation de K et Browof
associe a chaque matrice GL2(K) une transformation de IP1/K. Le lemme precedent montre que
Browo B = fi: GLy(K) — Perm(P1K) et donc que w(A) = o [i(A) o . w est donc un

morphisme GLs(K) — Perm(K) puisque

w(A)ow(B) =B ofi(A)o B oBofu(B)of =Bofu(A)ofu(B)of =Bo(A B)of =w(A-B)
De méme, W(G) = Id <= ['ow(G)of =1d <= (G) =1Id < G € Scaly(K). Donc
ker w = Scals(K). Ainsi le passage au quotient w de w est une action fidele de PG Ly (K) sur K.

Q

Corollaire-Définition @ étant une action fidele de PG Ls(K) sur K, elle I'est pour tous les
sous-groupes de PG Ly (K). En se rappelant que PSL; (K) s’injecte
dans PGL4(K), on a donc une action fidele de PSL; (K) sur K.
Nous la nommerons également w, de méme que w est une action de
Sk, (IK) sur K. De plus on nommera l'image de PSL; (IK) par @w dans
Perm(lK) Pensemble des transformations homographiques de |K

on le notera H(lK) Etant Pimage d’un groupe par un morphisme,
il s’agit encore d'un groupe.
CLAIR

Remarques

11 s’agit 1a trés certainement d’un abus de langage, puisque c’est, a priori, 'image de PG L2 (K) qui
devrait porter ce nom. Le fait est que Pon s’intéresse & PSLy(IK) pour ses propriétés de groupe
et que la technique choisie est justement de considérer 'action d’un point de vue “géométrique”.
Nous aurions pu maintenir I'étude des deux groupes en parallele mais cela doublerait probablement
le nombre d’énoncés dans les deux parties qui vont suivre. En outre les propriétés essentielles de
PSL; (KK) telle que celle qui est démontrée dans le Lemme “Engendré Encore” restent apparemment
inatteignables pour PG Ly (KK). Nous décidons donc de n’étudier plus que PSLs (K).
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Description de  H(K)

Le but de cette partie est la découverte de quelques propriétés essentielles des homographies de K.
Ses générateurs sont en tous cas d'un intérét tout particulier. Munis des outils de cette partie nous
pourrons affronter sans trop de difficulté la démonstration de la simplicité des PSL; (K). Commengons
par un lemme qui nous rappelle que nous avons refusé d’étudier tout PG L, (KK).

Lemme Une homothétie h: K — K de rapport A est une homographie si et seulement s’il
existe € K™ tel que p? = .

DEMO Une homothétie est une transformation qui fixe co et envoie z € IK sur A-x; si, donc A € SL (K)
et W(A) est une homothétie, on aurait w(A)(0) =0ie. £ =0 = b=0et w(A)(c0) = o0 i.e.
c=0.
Ainsi donc, une homothétie est 'image par w d’une matrice diagonale (“ 0) de SL; (K). Alors
WA (z)=2% -2V zelK et det(Ad)=a-d=1ie a=2oub=1
Donc w(A)(z) =a- L.z =a?-z. Le rapport doit donc étre un carré de K.

D’autre part pour A = (§ 2) onaw(A): oo — 0o i.e. W(A) est une homothétie de

r#o00 — a’ -z

~

K.
Q

. L 2% ,
Notation: On écrira IK® Densemble des carrés non-nuls du corps K.

Remarque
Le but de ce chapitre est donc d’étudier PSL; (K) mais cela revient au méme que d’étudier H (IK)puisque
ce sont deux groupes isomorphes. Le travail va donc se faire géométriquement.

Générateurs de H(”() Le groupe H(|R)est engendré par les éléments que voici:

e une inversion (pronnoncer iota)
Loz o— =1 v=w(’ o)
x
0 — o0

oo +— 0

e des homothéties de rapport [ € K*?

M: 00 — 00 M =w(
r — |-z

e des translations d’amplitude ¢ € K

Ty 00 — 00 Ti=w(y 1)
T — T+t

DEMO Pour un x: z +— % € H(IK) il y a deux traitements possibles:
e soit c=0alorsa-d=1donc a,d #0et d= %; onaalorst%-x+§=a2~x+§
et 0o — o0, mais alors X a exactement le méme comportememnt que 7 b 0 T]g2 et lui est

donc égal.

—c? T

‘“”JF( o) _ be—ad -1 _
N e ) %4,&.

e §
xT

OM| —_

e soit c#£Oetalors VaoelK yor a(x

) =

oT_a(0) =X (=2) =ooet xoT_a(c0) =2
X —% X c X _% c’
Or mais T2 071 o ¢ a exactement le méme comportement d’oti Ta o Nyot=XxoT

+

ole

)

d
mais (7;)" = T_, et alors X =Tz 071 0l0Ta.

qQ
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Engendré encore Toute homothétie de rapport k2 € IK** est produit d’inversions et de
translations, en fait:

Nz =T_poloT_

10L0T poL

Par conséquent, on peut affirmer que les homographies de IK sont
engendrées par les translations et 'inversion.

DEMO Pour prouver ceci, nous avons besoin du petit lemme suivant:

Lemme Soit ¢ € H(IR) qui fixe 0 et oo alors ¢ est un homothétie de rapport ¢(1)

DEMO Puisque ¢ € H(K), on trouve (b)) €Sk (K) avec w(® %) = ¢

Détaillons (* ) sachant que ¢ fixe 0 et co:

o pP(o)=00 & ¢c=0
b

e p0)=0 3=0«b=0

Ainsi ('Z Z) est une matrice diagonale d’ou:
vV z elK p(x) :w(g 2)(:17) =

et donc ¢ est bien une homothétie de rapport

Qe als

Q.E.D.

Pour prouver I'énnoncé de “Engendré Encore”, il nous suffira, en vertu du lemme précédent, de
montrer que:
T_goloT

otLoT_pot applique 0 +— 0
00 —— 00
1 — k2

1
2

Faisons donc les calculs:

T_koloT 10L0T_pol(0)=T_poloT 10LoT g(00)=T_potoT 1ol(co)=T_otoT_ 1(0)
=Topot(-4)=T_r(k) =0
T_koLoT_%oLoT_koL(oo):T_koLoT_%OLOT_k(O)ZT_kOLOT_%OL(—k)
=T_potoT_1(})="T_pot(0)=T_k(c0) =00
T_potoT_10loT pol(l)=T_gotoT r10LoT p(-1)=T_potoT_1oi(-1—k)
esik#1: =T_koLoT_1(my) =T-kotlzi7) car iy —f=tgizho oL
=T i (k* + k) = k?
e sik=—-1: =Ti0toTi(00) =Ti0L(c0) =T1(0) =1= (1) =k?
CorO“Oire On a la relation suivante entre ¢ et 7; qui nous dit que ’homothétie de rapport

1= —1% = 12 est lidentité:
TioloTioloTiol=Id etdeméme T_jo0Lo0T_10L0T_10L=1d

Q.E.D.
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PrOpOSiTion Appelons T I'ensemble des translations, nous allons montrer que I’application qui,
& chaque translation 73 € H(IK) associe son amplitude k est un isomorphisme de

groupe.
DEMO
L’application qui & tout k € K associe w(} ") est:
e un morphisme puisque W en est un et que (é If) . ((1) k{) = ((1) klfk)
e injective puisque w(é lf) =Id < 3IAcK" ((1) If) =\ ((1) (1)) — k=0
e est surjective puisque, par définition, une translation est toujours w((l] ]f) Ainsi cette
aplication est un ismorphisme de groupe et on a le résultat.
PrOpOSITIOﬂ Le sous-groupe des homothéties de H(lk)est isomorphe a (|K2*, ).
DEMO L’application qui associe & tout k2 € K?" 1a transformation w(’g 8) est: par
k
hisme w ¢ k Oy . (k' 0y _ (ki 0
e un morphisme w en est un que (0 %) (0 F1,)2* ( 0 k_lkl)
e injective puisque w(’g 2) =1Id < 3XckK (g 2) = A ((1) (1)) = k=MNet } =
k k

A= k=1 = k=Hlet A=k=+1
e est surjective puisque tout homothétie est, par définition, u)((lJ 9 ) Ainsi cette application
k
est bien un ismorphisme de groupe.

Q

PrOpOSiTion L est une involution. Le sous-groupe engendré par I'inversion (t) est isomorphe
a lZy
DEMO t?: oo — 0 — o0
0 — 00 — 0
zeK — -1 — L =3

Donc 2 est bien la transformation identité ainsi ¢* = ¢.

qQ

Equivalence des similitudes Soit p € 'H alors les trois assertions suivantes sont
équivalentes:
(i) p(oo) = oo
(ii) p est 'image par w d’une matrice triangulaire
supérieure.

(ili) p=TponroupelKet k e K2 avec p = p(0)
et k=7_,0p(1).
DEMO .
(i) ¢ (ii) Dans la définition de w, ona V p = w(? 2) € HIK) p(o) =00 & ¢=0
et donc p(o0) = oo est équivalent a dire que p est I'image par w d’une matrice

triangulaire supérieure.

(ii) = (ili) Supposons que p = w(§ Z) € Sy (K), alors, d’aprés la définition de w, on a que

p(z) =2 -2+ 2 et que p(co) = .
Orad—0b-0=1=addonca,d#0etd=1don 2 =a? € K*" donc plx) =
a> - z+b-a V zelK

Mais Tp.4 0 1y2 envoie z € K+ a? -z +b-a et 0o +— oo donc P = Tp.q 01,2 puisque
ces deux transformations ont le méme effet sur K.
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Maintenant p(0) = Tp.q 0 742(0) = Tp.o(0) = b - a et
T pa©P(1) =T pa 0 Tha 0Nz (1) = Ng2(1) = a?
L’assertion (iii) est bien vérifiée.
(iii) = (i) L’homothétie applique co sur lui méme et la translation de méme, donc la composée
p = Tp o Ny, également alors p(oco) = oo.

Q
Définitions
Les transformations de ’H(IK) qui satisfont les trois conditions énnoncées dans le lemme ci-dessus sont
appelées les similitudes de H(lK) On écrira H,, (|K) I’ensemble des similitudes.

EnumérOTion Dans le cas de corps finis il pourra s’avérer pratique de compter les similitudes,
voici une application d’énumération :
e KxIK — H._(K)
(p, k) — T, p © nk
On montre ici que c’est une bijection. Toutefois, nous verrons dans le lemme
suivant qu’il ne s’agit pas d’un isomorphisme avec la structure groupe sur
K x IK>" fournie par le produit cartésien.
DEMO Cette application est surjective puisque toute similitude p peut, grace au lemme précédent,
s’exprimer comme T, o 7).
Pour l'injection, prenons (p, k) et (p’, k') € K x K*" donc E(p, k) =TpoNk et €(p/ k') = Tp oM.
Supposons que €(p, k) = (p’, k') et montrons qu "alors (p, k) = (p', K').

e

Calculons: p = 7,(0) = 7, o N (0) = €(p, k)(0) e e(p', K')(0) = 7, 01;,(0) = 7p(0) = p/

Mais alors, on a aussi: k=) =T_poTpom(l)=T_poe(p,k) =T_p0 g(p/7 k’)(l) =T
P T oé‘(pl,k‘/) =T_pO0T_p O N (1) =nw (1) = K’

On a donc montré que €(p, k) =€(p', k') = p=p et k=k < (p,k)= (', K).

Sous-groupes normaux de  H(K)

Dans cette partie nous voulons montrer que tout sous-groupe normal est soit trivial soit tout H(IK),
il va nous falloir, pour cela, passer par quelques calculs et, hélas, restreindre ’ensemble des corps

envisagés.
Lemme Nous avons trois sortes de générateurs de H(IR), voici deux fagons de les permuter:
VpeKkelk? (i) Lomy ="y 0t (ii) M © Tp = Tpok © Mk
DEMO
(i) tomg: O — 0 — o0 Nniot: 0O — 00 > 00
00 — oo +—— 0 00 — 0 — 0
zelK' — k-z—s —ﬁ:%~—l z € IK* »—>—l»—>%-—%

Donc t o1y, et 1oL ont le méme effet sur |K ces deux transformations sont donc égales.

(i) TproMi: o0 — 0O 00 Mg 0 Tp: 00 — 00 — 00
T € |K — k.ot k-x+p-k=k-(z+p) T € IK — z+p—— k-(z+p)
Donc ces deux transformations agissent de la méme maniére sur K, elles sont donc égales.

Q
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COI’OIICIire De ce résultat découlent directement la maniere de conjuguer: V k € K2 et
vV pelk
(i) tomrot=tongot® =11
(i) Mo Tpo My =Mk o TpoMs = Tpk et N 0 Tp oMy = Tp
Q.E.D.

Remarque

H(K) peut étre tres grand, et il est tres difficile de donner les propriétés d’une homographie quelconque
de IK. Par exemple la recherche d’un point fixe revient & la résolution d’une équation polynomiale du
second degré.. La classification que l'on établit de PSLs (IR) en géométrie hyperbolique est impossible
a reproduire pour n’importe quel corps puisque l'existance de points fixes est donnée par les zéros
d’un polynoéme.

Voici un petit exemple qui montre le probleme: linversion ¢ = w((l) _01) admet un point fixe si et
seulement si le corps admet une racine de —1. En effet ¢: 0 +— 0o et 0o — 0 donc elle ne fixe pas 0 ou
00, de plus z € K" -1 alors z € K" est fixe si et seulement si z =—1 i.e. x #0 et 22 = —1.

Or il y a beaucoup de corps out —1 n’est pas carré, par exemple, IQ, IF7 ou [Fo7. ..

Nous allons choisir la technique suivante: on s’intéresse aux similitudes dans les sous-groupes normaux

de H(IR)et ceci suffira pour tout reconstruire.

Définition
Pour prouver les résultats qui suivent, il va falloir restreindre les corps envisagés: on dira d’un corps

IK qu’il possede suffisemment de carrés s’il existe dans le groupe (lKQ*, ) un élément d’ordre > 2.

AchiSiﬂon dlune S|m|||TUde Si K admet suffisemment de carrés, tout sous-groupe

normal non-trivial de H(IR) contient une similitude
non triviale.

DEMO Appelons H ce sous-groupe non-trivial, donc H contient une homographie non triviale. Si cette
homographie est une similitude, nous avons déja gagné. Supposons qu’elle ne le soit pas: par le
résultat Générateurs de H(IK) cette transformation peut s’écrire comme composée de la forme:
TpoMNrgoloTy avec p,q € Ket ke IK*". Nous pouvons alors conjuguer par T_, tout en restant
dans H (normalité):

isom. des translations
TgOoTpOoMroloTyoT 4 = TprqOo Mot €H
Il me faut, avant de continuer, écarter deux exceptions que on traitera ensuite: (k? = 1 et
g+p=0)ou (k?=1etqg+p+#0).
On suppose donc que k% # 1 et 1'on conjugue encore par l'inversion ¢:
LOTppgONrololt =L0Tpiq0Mr € H normal

Mais H est un sous-groupe donc le produit de deux éléments de H est encore dans H :

involution lemme de commutation

Tp+qOMeOLOoLoTprqOONk = Tpiq Ok © Tptq Tk - Tp+a)(k+1) © T2 € H

isomorphismes
Cette similitude est donc dans H et elle n’est pas triviale car elle est image par la bijection
d’énumération € de ((p + q)(k + 1), k%) qui est distinct de (0,1) car k? # 1.

Premiére exception: si k2 =1 et p+q = 0 alors Tp+q © Mk © L devient 7y o ¢ qui est donc
dans H. Prenons ¢, un élément permettant & K d’avoir suffisemment de carrés. H est normal
donc il contient: 7Me.oMpotonNs =N, 0N oMol =12y oL Et puisque H est un sous-groupe
Ne2p o Lo (M ol)" =Nz olo Mo M = Me2, © N1 ="Ne € H qui est donc une similitude non
triviale car c est d’ordre > 2.

*
Seconde exception: si k? = 1 et p+ g # 0, prenons & nouveau ¢ € IK** d’ordre > 2 alors
(normal) 7. © Tpiq © M © L O N1 = Te(prq) © Nie2 © L € H. Mais on a vu, dans le cas général, que
L O TpiqO N € H alors: )
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(TC(P+Q) O Mie2 © L) © (L O Tptq© 77k) = 7—c(erq) © Tk:CQ(p+q) O MNike2 0 N = T(p+q)c(kc+1) O Mg2e2 € H
qui n’est pas triviale car k2¢? = 1-c? = c? # 1 car ¢ est d’ordre > 2.

PO rTee Tentons maintenant d’examiner ’orbite d’une quelconque similitude par ’action de con-
jugaison de I’ensemble des similitudes: dans cette proposition, on obtient que si on a
une similitude non triviale, elle peut étre décomposée d’apres le lemme de description

des similitudes 7,07, avec (a,r) € K x |K2*, alors application d’action de conjugaison :
ke Kx K — H.(K)
(p k) = (Tpome) "o (Tao ) o (T, 01)
a comme image: {Tl.a\l € |K2*} sir=1et {Tq onylq €K } sir# 1.

DEMO 11 suffit d’écrire:
isomorphismes
’%(pv k) = (Tp © nk)_l o (Ta o 777) © (Tp © nk) = "7% OTq—pOTyr0Tpol

commutation
= Tew 0Nz 0Tp Ol = Tazp ©Ter 012 0Tk = T1(atp(r—1)) ©Tr
isomorphismes

Il nous reste maintenant & voir qu’ainsi viennent toutes les translations désirées. Il est temps de
séparer les deux cas pour examiner 'image de 'application:

0 KxK" — K
(k) = g-(at+pr—1)

—a

e Sir # 1, on peut poser, pour chaque ¢ € K, p = =% op,1)=a+=5(r—-1)=
a+ (g —a) = q; donc dans cas, @ admet n’importe quel ¢ € K dans son image et donc
n’importe que T, o 1, est atteint par K (avec le k fixé).

e Sir=1,a# O K(p, k) devient Ta 01); = Ta. Pour tout [ € IKQ* on peut trouver k € K"

(en fait £); tel que ¢ =1 alors toute translatlon Ta.1 est atteinte par K et on a bien le résultat.

Q

SUfﬁSOnce Etant donnés un corps de caractéristique non 2 et un sous-groupe normal H.,
de H..(K) qui contient une translation non-triviale alors Ho, contient toutes les
translations.

Lemme Si IK n’est pas de caractéristique 2 alors pour tout x € K, il existe ¢, d € K tels

que ¢ — d? = z.

DEMO En posant ¢ = 1 — d, notre équation devient:

caract#2

A-—d=(c+d(c—d)=2 = (1-d+d)(1-2d)=(1-2d)
<:>:c:1—2d<i>2d:1—x<:>d:%(l—x):>c—1——(1—x):%(1+x)
Alors tout se vérifie (c+ d)(c —d) = (3(1+2)+1(1—2)) (31 +2)— (1 —2)) ce qui vaut
(3-2)(522) =a. Onobservealorsquesix;ﬁil,cetdsontnonnuls

Q.E.D.

DEMO Soit a # 0 'amplitude de la translation non-triviale qu’on a trouvée dans H., puisque H est
un sous-groupe on a déja les translations 7, et 7, = 7. De plus, on a vu dans le lemme de
conjugaison que V k € K2 Mk © Ta © 11 = Tak.

Quelle que soit la translation d’amplitude p # 4a que l'on cherche, le lemme nous donne
lexistence de e, f € K" tels que e — f = 2. Soient alors les translations:
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7:77607-@077%:7-«10 5:77fo7-a077%:7—af
Elles sont aussi dans H., puisqu’elles sont des conjuguées de 7, par des similitudes.
Mais puisque H est sous-groupe, Y0* € H,, et donc:
isomorphismes déf. de e, f
YO = Tae 0 T = Tale—f) = Ta-(B)=1,
et donc T, € Hy quel que soit p € K.

Résumé Prenons un corps qui n’est pas de caractéristique 2 et qui a suffisemment de carrés,
soit H un sous-groupe normal de H(K). Par la proposition, nous savons l’existence
d’une similitude non-triviale, disons 7, o 7, dans H. Par I’étude de la portée de la
conjugaison de cette transformation, on sait que:

- si k # 1 on a, par conjugaison, tout ’ensemble {7, o M) |q € K} dans H. Choi-
sissons ¢ € K" et p € K" en sorte que p — ¢ # 0 (suffisemment de carrés).
Puisque H est un sous-groupe, on a donc:

(TpoMk) o (TgoMk)" = TpoMroNioT_g="Tpq cH
Puisque p — ¢ est non nul, on a donc une translation non-triviale; enfin par la
suffisance nous pouvons donc affirmer que toutes les translations se trouvent dans H ;
en effet, H N H. (K) est encore un sous-groupe et il est normal puisque le conjugué
d’une similitude par une similitude reste une similitude.

-sik=1,ona déj?aAune translation non-triviale; ici, comme au tiret précédent,
on a que HNH_, (K) est un sous-groupe normal dans H_. (IK); enfin, grace a la
suffisance on trouve toutes les translations.

Donc, tout sous-groupe normal contient toutes les translations.
CLAIR

COdeOU de |I inverSion SilK est un corps de caractéristique non 2 et qui a suffisamment

de carrés alors tout sous-groupe normal H contient 'inversion.
DEMO Par le résumé précédent, H contient toutes les translations, en particulier la translation d’amp-
litude 1 que nous nommerons 7. Alors LoTol* =toT ol € H (normal).

Mais H est un sous-groupe donc 7o (Lo T ot)oT étant un produit d’éléments de H est dans H.
Or mais le corollaire de Engendré encore dit que TotoT oloT ot = Id qui est I’élément neutre

de H(K) donc ¢ = ¢t* = TotoToloT, mais on vient de voir que To(LoTol)oT =ToloTolLoT
était dans H donc I'inversion est dans H.

Q

Theoreme Soit IK un corps de caractéristique non 2 et qui a suffisamment de carrés alors tout
sous-groupe normal de H(K) est soit trivial, soit I'entier de H(K).

En bref H(lR) est simple et, par conséquent, PSL; (KK) est simple également.

DEMO On a vu que si H est un sous-groupe normal non-trivial de H(IK) alors il contient toutes les
translations (Résumé) et Uinversion (Cadeau). Or, dans Engendré encore, on prouve que toute
homothétie est produit d’inversions et de translations; tous les produits de cette nature étant
dans H, on a donc toutes les homothéties dans H.

Enfin, le premier résultat d’engendrement nommé Générateur de H(|R) montrait que tout élément
de H(K) était produit d’homothéties, translations et de I'inversion; donc vu que les translations,
les homothéties et I'inversion sont dans H, tout élément de H(KK) est dans H et donc H = H(K).
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Ainsi H(IR) est simple.
Dans le Corollaire-définitions des homographies on a montré que PSL; (K) était isomorphe a
H(K). Donc, PSL; (K) est simple.

Q
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Chapitre |l

Graphes de Cayley

Ce chapitre est une reformulation combinatoire de la théorie des revétements pour les graphes. Un
intérét tout spécial est porté sur les graphes de Cayley donnés par la présentation d’un groupe. Le but
final est de développer un outil “artisanal” pour déterminer la présentation d’un groupe. Cet outil
sera utilisé dans le chapitre suivant.

Les premiéres définitions et théorémes sont extraits de Lyndon-Schupp (1977).

Définition
On appellera graphe un quadruplet (S, A, €,¢) ol

e S (les _sommets ) et A (les _arétes ) sont des ensembles quelconques.

o L’application d’extrémités € vade A — S x S . On dira qu'un aréte a va de p ¢ q si €(a) = (p,q)

(P, q)-
La donnée de € revient & la donnée de deux applications & et 3: A — S en définissant € = (v, ).
(¢,p)

oi: A — A (Uapplication d’inverse) est une involution telle que €(a) = (p,q) = £(i(a))
(ou, de maniére équivalent, ot = w.
Soit C' = (S,A4,€,t). Pour chaque S’ C S et A C A, en sorte que €(A’) C S’ x 58" et t(4') C A, le
quadruplet (S, A’,€|as,La/) est un graphe et on lappellera sous-graphe de C .

Etant donnés deux graphes (S, A, €, 1) et (S, A’ €', 1), soient fg: S — S et fa: A — A’, on appellera la
paire (fs, fa) morphisme de graphe si elle préserve lincidence et les inverses, ¢’est-a-dire que, pour chaque
a dans A:

€(a) = (p,q) = €'(fala)) = (fs(p), fs(q)) c’est-a-dire &' o fo = fso et W o fa = fsow
Vofa=faol
Un morphisme de graphe (fg, f4) sera nommé un isomorphisme de graphe si fg et fa sont des bijections.

La paire (f3, f) est alors également un morphisme de graphe. Cela se montre en utilisant directement les
conditions pour que (fs, fa) soit un morphisme de graphe:
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€ofa=(fs,fs)o€ = (f3,fs)oe=€"of) deméme i ofa=faol = fiol/=1tof}

Enfin, on appellera revétement de graphe un morphisme de graphe (fg, fa) en sorte que f4 et fs soient
surjectives et que, “restreint a 1’étoile de chaque point”, fa soit une bijection. Cette derniére condition
revient a faire la construction suivante:
Onadonc (fs, fa): (S,A4,e,t) — (5, A’,€",'). Pour chaque sommet p € S, appelons E, 'ensemble
{a € Ala(A) = p}. De méme, pour chaque p’ € A’ on définit E,. La condition exigée est que la
restiction de f4 allant de E, a E]’D, soit une bijection.

Chemins, concaténation, boucles

Soit C = (S, A, €,t) un graphe, on appelle _chemin , une suite finie (éventuellement vide) a;...a, d’arétes
“qui se suivent” (i.e. telles que w(a;) = a(a;41) V i=1,...,n—1).

On dira d’un graphe qu’il est _conneze si pour chaque paire de sommets on peut trouver un chemin a;...a,
allant de p a q.

Ainsi pour un graphe connexe qui possede au moins une aréte on a que chaque sommet s est I'image par w
(et donc par < également grace & ¢) d’une aréte, on peut donc dire que w(A4) = S = a(A4) = €(4 x A).

On définit la _concaténation ou produit de deux chemins ay...a, et by...b,, s’ils se suivent (c’est-a-dire que
w(a,) = a(by)) comme le chemin aj...a,cb1...by, = ay...a,b1. . by, .
La concaténation du chemin vide (que I’on notera }) avec un chemin ay. . .a,, se définit, de maniére évidente,
comme (eaj...a, = aj...a,. De méme aj...a,c0 = a;...a,. Ce chemin vide est donc un élément neutre de
la concaténation. On remarque, de plus, que la concaténation est associative, en effet, si ai...a,, b1...b,, et
c1...c; sont des chemins qui se suivent alors:

ay...apc (by...bypccr...cp) = ay...apby.. bypcr...cp = (ay...a,cby...m)ccy. . .

Si s est un sommet du graphe, on parle de _boucle en s pour un chemin a;...a, tel que a(a;) = s =
w(an). Deux boucles en s peuvent donc toujours étre concaténées. L’ensemble des boucles en s muni de la
concaténation est donc un semi-groupe avec un élément neutre.

Simplifications, amplifications, groupe fondamental

Soit un chemin aj...a,, 8'il existe 1 < i < n avec a; = t(a;+1) , on dira qu’on peut simplifier a;...ap
en aj...a;—1Gi4+2. . .G, qui est encore un chemin puisque: w(a;—1) = &(a;) or €(a;) = (a(a;),w(a;)) donc
5(&,’4_1) = €(L(ai)) = (w(az),a(az)) ainsi, on a bien Cl{(ai_;_g) = W(ai_;,_l) = Oz(a,') = W(ai_l).

Réciproquement, si on a M = aj...a, et une aréte b telle que a(b) = w(a;) pour un ¢ alors on dira qu’on
peut amplifier M _en le chemin M’ = a5...a;ebt(b)ea;41. . .a, puisque le début et la fin du chemin be(b)
sont bien w(a;) = A(ait1).

On peut alors définir la relation d’équivalence _modulo allers-retours . On dira que deux chemins M et M’
sont équivalents modulo allers-retours, on écrira M~M’ si ’on peut trouver une suite de chemins M = M; —
My — ... — Mj, = M’ en sorte que l'on puisse simplifier ou amplifier M; en M;;1 (i = 1...n — 1). Puisque
les amplifications et simplifications ne changent ni le début ni la fin d’un chemin, on voit tout de suite que
deux chemins équivalents modulo allers-retours ont méme début et méme fin.
On montre facilement que c¢’est une relation d’équivalence puisque:
Réflexivité: Pour tout chemin M, on a M~M gréace a la suite composée d’un seul mot M.
Transitivité : En ayant M~M' et M'~M" via les suites M = M} — ... — My = M’ et M' = N; —
.— Ny =M", on a M~M" via:
M=M —...->M,=M =Ny — ... N, =M"
Symétrie: On remarque d’abord que a;. . .a, peut étre simplifié en a;...a;_1a;19...a, si et seule-
ment si aj...a;_10;42. . .4, peut étre amplifié en a;...a,, en effet, on a dans les deux
cas a; = L(a;y1) et a(a;) = w(a;—1). Ainsi, on peut amplifier un mot en un autre
si et seulement si on peut simplifier 'autre en I'un. Alors, si M~M’ via une suite
d’amplifications-simplifications M = M; — ... — M, = M’, alors on peut associer
a chacune des opérations tranformant M, en M,;, 1 son inverse transformant M;,; en
M, et on obtient: M' =M, — ... — M; =M.
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On parlera de _chemin réduit pour une suite d’aréte ay...a, qui ne puisse pas étre simplifiée c’est-a-dire en
sorte que a; # t(a;+1) V i = 1,...n — 1. Dans chaque classe il en existe au moins un qui est une suite
contenant le moins d’arétes possibles.

On peut alors montrer que la concaténation est compatible avec la relation d’allers retours : En effet, pour
chaque M = a;...apm~b1...bp, = Nvia M = M; — ... = M, = N et O = cy...co~dy...dp = P via
O =01 — ... > O = P, alors on obtient que M<O~NcP via la suite:

MO = M1cO — ... = MpcO = NeO = NeOy — ... — NcOp = Nc<P

Soit C' = (S, A, €,t) un graphe et s € S. On appelle groupe fondamental , et on note m1(C,s) , le quotient
de ’ensemble des chemins partant de et arrivant en s quotienté par la relation d’équivalence d’allers-retours
~, L’opération est héritée de la concaténation des boucles en s qui passe aux classes puisque cette opération
est compatible avec la relation. On notera cette opération par le méme signe. On a donc [M]e[M'] = [Me<M'].
L’associativité et ’élément neutre [#] en découlent également.

Il reste & prouver que l'on a bien des inverses: pour une boucle a;. . .a,, la suite t(a,). . .L(al) est également
une boucle puisque w(t(a;r1)) = (a;r1) = w(a;) = a(t(a;)) et wot(ar) = a(ar) = s et aot(a,) =
w(ay,) = s, de plus on vérifie & 'oeil que l'on a bien aj...anct(ay,).. .t(a;)~) et de la méme maniere que
t(ay). . .tlay)eay. . .ap~P.

Arbres et ses propriétés

Un graphe C' connexe en sorte que 71(C,s) est le groupe trivial est appelé un _arbre, on dira qu’il est
simplement conneze .

Montrons que cette définition (appelons la (i)) est équivalente & la définition suivante, peut-étre plus connue:
un arbre est un graphe si chaque paire de points n’est reliée que par un unique chemin réduit (ii).

(i) = (ii): Admettons qu’entre deux point p et ¢ il existe deux chemins réduits distincts a;. . .a, et by. . .by,.

Puisque a(a;) = p = «a(by) et que w(a,) = ¢ = w(by), on peut construire la boucle en
q: an...ait(by)...t(by). Puisque aj...a,, # by...by, on a certains ¢ en sorte que a; # by,
prenons le plus petit tel i. Ainsi t(ay)...t(a1)by. . .bp~t(ay). . .t(a;)b;. . by, et ce chemin est
réduit puisqu’aucune autre simplification n’est possible (chacune des parties t(aq)...t(a;) et
bi...by, sont des mots réduits et ¢(a;) # t(b;) puisque a; # b;).
Ainsi donc cette boucle n’est pas équivalente au chemin vide. Appelons alors J un chemin
joignant s & ¢ et J* le chemin inverse alors Jet(ay). . .t(a;)b;. . .byeJ" est une boucle en s qui
ne peut pas étre équivalente & () (sinon, en vertu de la compatibilité de la concaténation avec
la relations d’allers-retours, t(ay,). . .t(a;)b;. . .by, serait équivalente & la premiére boucle aussi).
On a donc obtenu une boucle en s non-équivalente & @) alors que 71 (C, s) est trivial. Absurdité!
Donc ay...a, = by...b,

(ii) = (i): Prenons une boucle en s qui ne soit pas équivalente a (), alors on peut trouver une boucle réduite
ai...a, qui lui est équivalente. Par non trivialité n > 1, choisissons alors un ¢ entre 1 et n et
soit p = w(a;). Le chemin a;...a; est un chemin réduit (puisque a;...a, Vest) et il relie s & p;
de méme, le chemin t(ay)...t(a1) est également réduit (car t(a;) # aiv1 = tot(ait1) # ta;))
et il relie également s & p. Ces deux chemins étant distincts, on conclut a ’absurdité ! Notre
supposition que ’on pouvait trouver une boucle non-équivalente au chemin trivial était donc
fausse. Et on a bien que 71 (C, s) est le groupe trivial.

Lemme Soit C' un graphe non-vide. L’ensemble des sous-graphes de C' qui sont des arbres peut étre
ordonné partiellement, ainsi (Zorn), on peut trouver un arbre maximal dans C' qui, si C' est
connexe, contient tous les sommets du graphe.

DEMO On parlera d’arbre dans C' au lieu de sous-graphe de C' qui est un arbre. Remarquons d’abord
qu’il existe au moins un arbre dans C': le graphe étant non-vide, on peut trouver un sommet
s, le graphe composé de ce seul sommet est déja un arbre. Prenons 77 = (S, A’,€’,t/) et
T" = (5", A", " ") deux arbres dans C. On dira que T” est inclus dans T (on notera T7 < T")
si A’ ¢ A” (inclusion stricte). On a, dans ce cas, que T est un sous-graphe de T puisque
(connexité) 8" = w(A") Cw(A') = 5" et €’ =€|ar = (€lar) |ar = €| ar.
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On a bien un ordre puisque 77 < T" et T < T"" implique que A’ € A” Cc A", donc A’ C A"
ainsi 77 < T""; de plus T £ T puisque A = A et donc A ¢ A. Si maintenant on se donne
un sous-ensemble O = (T3),.; = (54, Ai, €|a;, t|a,) totalement ordonné de I'ensemble des arbres
dans C alors on construit O comme le graphe (Sar, Anr, €4y, ta,,) tel que:

Sy = U S; Ay = U A
icl iel

Il est clair que c’est un graphe. Il est connexe puisque pour chaque paire de points, on peut
trouver un S; dans lesquels ils sont, S; étant un arbre, on peut rejoindre la paire de points par
une suite d’arétes de A; C Aps. De plus, pour chaque boucle aj. . .a,, on peut trouver un O; qui
la contient (puisqu’on peut trouver un O;, qui contient l'aréte ay, il suffit alors de prendre le
plus grand de ces O;, ce qui est possible puisqu’il n’y en a qu’un nombre fini); or ce O; est un
arbre donc on peut simplifier cette boucle en l'identité, la simplification se fera aussi dans Oy
puisque le ¢ est le méme sur les arétes de O;, de Oy et de C. Ainsi donc Oy est un arbre.

On a donc un ensemble partiellement ordonné pour lequel tout sous-ensemble totalement ordonné
admet une borne supérieure, le lemme de Zorn nous permet donc d’affirmer qu’il existe un arbre
dans C' qui ne peut étre inclus dans un autre arbre sans lui étre égal. Puisque un arbre composé
d’un seul sommet est déja un arbre dans C', on peut étre sur que cet arbre contient au moins un
somimet.

Il reste & voir qu’un tel arbre maximal contient tous les sommets de C'. Supposons par ’absurde
qu’il existe un sommet p de C' qui ne soit pas un des sommets de ’arbre maximal. Puisque C' est
connexe on peut donc relier p a 'un des sommets de ’arbre par un chemin a;...a,. On prend
le plus grand 7 en sorte que a; ne soit pas dans Parbre et que (a;) non plus (au moins a; sinon
p serait dans l'arbre) alors, en posant Sy = Sy U {a(a;)} et Ay = Ay U a; on obtient un
sous-graphe OM/ = (SMl, AM/, €|AM/ , L|AM/ . Celui-ci est encore un arbre puisque toute boucle

en s qui ne passe pas par a; est équivalente modulo allers-retours & () (car Ops est un arbre) et
si une boucle by...b,, passe par a;, disons by = a; alors on a forcément by1 = t(a;) et donc elle
est simplfiable en by...bg_1bk42...b,y,, donc toute boucle est encore équivalente, modulo allers-
retours, a () et OM/ est donc un arbre dans C' qui est strictement inclus dans Oy;. Absurdité !
Donc Oy, contient tous les sommets.

Q

Outil Réciproquement, si Oy = (T, B,€|p, t|5) est un sous-graphe simplement connexe de (5, 4, €, )
tel que T'= S alors (T, B,€|p, t|g) est un arbre maximal.

DEMO Supposons que Oy n’est pas maximal, alors il existerait un arbre Oun = (T',B',€|p, L) tel
que B C B’ et B # B’. Soit alors une aréte b un élément de B’ B. Puisque T contient tous
les sommets de (S, A4, €,1), on a a(b) et w(b) € T et donc il existe un unique chemin réduit dans
Oy allant de a(b) et & w(b). Et, puisque Oy est un sous-graphe de OM/, ce chemin est réduit
dans Oy. Puisque Oy il est donc l'unique chemin réduit allant de a(b) & w(b). De plus ce
chemin est différent du chemin composé I'unique aréte b, puisqu’il est dans Oy, alors que b est
dans B'~ B , en outre, le chemin b est réduit. On a donc deux chemins réduits distincts joignant
a(b) & w(b). Absurdité !

Q

Theoreme Pour n’importe quel graphe C' connexe, le m;(C,s) est un groupe libre. De plus, si
Ty = (Sm, Ay €laytla,,) est un arbre maximal dans C, on a une bijection entre
A= Apr et X ol X est une base famille symétrique du groupe libre 1 (C, s).

DEMO Définissons ¢ une application allant de A dans I’ensemble des chemins depuis s qui a tout a € A
associe 'unique chemin réduit ¢(a) de Tys joignant s a &(a). De méme, on définit ¢’(a) comme
l'unique chemin réduit dans T, joignant w(a) & s; on adopte ici la convention d’écrire t(as. . .ay,)
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au lieu de t(ay)...t(a1), et 'on appelle @ le chemin composé de 'unique aréte a. Alors on peut
construire:
xX: A — m(C,s)
a — [p(a)eacyp’(a)]
Montrons que X (A) engendre tout 1 (C, s):
Prenons un [a;...a,] € m1(C, s) alors:

[X(a1)e. . e X(an)] = [P(ar)earcp (ar)e. . cP(an)ene @’ (an)]
a(@i):i(@i+1) a(ay)=s=W(an)

= a1)e@y...anc P (an = ai...0n
- o amtoplasy PLOE Pl ey Tomgriam 1

Donc tout élément de 1 (C, s) est exprimable comme produit d’éléments de X (A). On appellera
X Tensemble X (A)= {[@]}. On le munit de 'opération d’inverse suivante: X(a)* = X o t(a).
Vérifions alors que cela correspond a ’opération d’inverse dans le groupe fondamental:

X(t(a)) = [p(t(a))eL(a)@’(t(a)] = [t(@'(a))et(a)eL(@(a)] = [t(p(a)ea@'(a))] = [p(a)eas @' (a)]*
Ainsi donc X est un ensemble symétrique engendrant 7y (C, s). On observe ensuite que X/(a) = [0
si a est dans Ay, en effet, la boucle p(a)eac’(a) n’est composée que d’arétes dans Ty, il s’agit
donc d’une boucle dans Tyy. Or Tjy est simplement connexe, ainsi X(a) est simplifiable dans Ty
en (); puisque Ty est un sous-graphe de C, on peut dire que les simplifications peuvent alors se
faire dans C et donc a € Apy = X(a) = [0]. On a donc que X = x(A4)= {[0]} = x(A=An)

Pour montrer que 71 (C, s) est bien un groupe libre, il nous faut encore montrer que chaque mot
sur ’aphabet X qui représente un élément trivial est un mot simplifiable.

Supposons en effet qu’il y ait une suite d’arétes (a;)™; tel que X(a1)e...cx(an) = [#]. Donc
la boucle M = p(a)carc@’(a1)e. . c@(an)canc@’ (ay,) serait simpifiable en @). Mais les arétes
a; sont dans A= Ay tandis que les arétes des ©(a;) et ©'(a;) sont dans Aps ainsi donc on ne
pourrait simplifier que les a; entre eux et les ©(a;) et ¢’ (a;) entre eux. D’olt ¢’ (a;)e@(a;)~, i.e.
on aurait & o ¢’(a;) = w o Y(a;4+1). Donc M serait simplifiable en ay...a, qui lui-méme serait
encore simplifiable en (} donc on aurait un i tel que a; = t(a;+1) mais alors X (a;+1) = X(a;)* et
donc le mot serait simplifiable dans ’aphabet symétrique X.

Afin d’obtenir la bijection, il convient alors de montrer que X est injective: prenons a et b
deux arétes de A= A et supposons que X(a) = X(b). On aurait alors que X(a)ex(b)* =
X(a)ex(L(b)) = [0] et donc, d’apres le raisonnement précédent, ab*~f) i.e. a = b. Ainsi X est
injective et donc bijective de A— Ajy; dans X.

Q

Reveéetement universel

Désormais, nous ne considérerons que les graphes connexes. Soit C = (5, A4,€,¢) un graphe. On choisit
un sommet s € S. On définit Cy comme ’ensemble des chemins partant de s. Rappelons que I'on appelle
chemin les suites finies d’arétes qui se suivent et que l'on a égalité de deux chemins a;...a, avec by...b,, si
et seulement si m =mn et a; =b; V i=1...n. Adoptons la convention suivante: si p = ai...a,, on écrira
w(p) au lieu de w(a,) et a(p) au lieu de a¢(ay). On définit S comme le quotient Cs/N.

On définit alors I'ensemble A comme:

A={(lpl.a) € § x Alw(p) = a(a)}
L’incidence se définit comme: E([p], a) = ([p], [pea]), on définit donc & et w.

Alors on pose 1: A — A
(Il @) — (lp=a], L(a))
En effet pea est un chemin (car w(p) = &(a)) et ([peal, t(a)) est une aréte puisque w(pea) = w(a) = o l(a).

Le quadruplet C= (§ , g, g,Z) est alors un graphe puisque:
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E(Ulp), a)) = E([p=a], t(a)) = ([p=a], [pa=t(a)]) = ([p=al, [p]) = (W([p]. a), &([p], @)
On peut alors construire o: S — S

[p] — w(p)
Cette application est bien définie puisque les simplifications ou amplifications ne changent pas les extrémités

d’un chemin, en outre elle est surjective car le graphe est connexe.
On peut également redescendre les arétes, on construit p: A — A
(lpla) — a
Il s’agit montrer que le couple (0, p) est bel et bien un morphisme de graphe et méme un revétement.
Le fait qu’il s’agit d’un morphisme de graphe découle des deux raisonnements suivants:

On a g(p([p], a)) = €(a) or

(0,0)0&([pl.a) = (0,0)([p]; [pa]) = (w(p), w(pea)) = (a(a),w(a)) = £(a)
On a commutation entre les inversions et p puisque p o ¢([p], a) = p ([p=al, t(a)) = t(a) = ¢ (p([p], a)).
Montrons maintenant que (0, p) est un revétement i.e. que restreint sur 1’étoile de chaque point, p est une
bijection et que p est surjective.
bijection locale: soit p = aj...a, et donc [p] un sommet de C, définissons les ensembles:

Ea ={ae Ala(a) =o(ip))}  Ea={(1]0) € 4}

Il est clair, en vertu de 'incidence, que p(Ea) C FEq. Le travail consiste main-
tenant a montrer que p: Ea — FEq est bijective.
La surjection vient directement: soit a € Eq alors a(a) = 0(p) = w(p) on a alors
un aréte ([p],a) dans Eq avec p([p],a) = a.
Pour montrer I'injectivité de cette application, prenons ([q], a) et ([r], b) deux arétes
de Eq qui ont la méme image par p. On a donc [q] = &([q],a) = [p] = ([r], b) =
[r], en outre a = p([q],a) = p([r],b) = b ainsi ([¢],a) = ([r],b). Donc p: Eq —
Eq est injective.

p surjective: soit a une aréte de C, puisque C' est connexe on sait qu’il existe un chemin p avec
w(p) = o(p) = a(a). Alors ([p],a) est une aréte de A avec p([p],a) = a. Donc
p: A — A est surjective.

En résumé, on vient de construire pour chaque graphe C un graphe C et un revétement (o,p): C — C.
La paire (C, (0, p)) sera appelé le _revétement universel de C_.

Lem ME  Le graphe C du revétement universel d'un graphe C est un arbre, c’est-a-dire qu’il est sim-
plement connexe.

DEMO Prenons une boucle Aj...A, non triviale en [(}]. Puisque c’est une boucle, on aurait c¢(A;) = [0]
et W(A,) = [0]. Appelons ([p;], a;) les arétes successives, donc, puisque Aj...A,, est un chemin, on
a Vi=1l.n-1 que (:D(Az) = [pica,-] = &(A,-H) = [pi+1]; or [pl] = [@] ainsi [ z] = [al. . .ai_l].
Alors, puisque Aj...A, est une boucle W(A;...A,) = [ppcay] = [a;...a,] = [0]. Donc le chemin
ai...ay est équivalent a () dans C.
Ainsi, si C n’était pas Simplement connexe, on pourrait trouver une boucle A;...4, en [0] qui
serait un chemin réduit (¢(4;) # Ai;41 pour @ = 1...n — 1) et non trivial (n > 0). Alors, en
vertu de la bijection locale p au points W(A;), on aurait que t(a;) # a;41 pour i = 1...n — 1
donc le chemin aj...a, serait un chemin réduit dans C et non trivial, donc a;...a, /) et
w(A;...Ay) = [a1...a,] # [0] donc A;...A, ne serait pas une boucle. Absurdité.

Q

Définition

Soit (0, p) un revétement entre C' et C’. On appelle transformation de revétement un isomorphisme de
graphe (Tg,7T4) de C dans C en sorte que 0 o Tg = 0 et poTa = p. Il est clair que 'ensemble de ces
transformations muni de 'opération de composition est un groupe.
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Lemme L groupe des transformations de revétements d’'un revétement universel (o, p): c—cC
est isomorphe & 71 (C, s) ou s est le sommet choisi pour construire le revétement universel.

DEMO Remarquons d’abord que la fibre 07 (s) est ’ensemble des chemins qui partent de et arrivent en
s quotienté par la relation d’allers retours, il s’agit donc du groupe fondamental 7 (C, s).

Appelons G I'ensemble des transformations de revétement.
On construit une application ¢: o*(s) — G ol 7§ et T sont définis comme suit:
p o (75, Th)
Prenons un sommet [p] € m1(C,s) alors pour chaque sommet [r] j’ai que a(r) = s = w(p) et

donc que [per] est un sommet de C, de méme, pour chaque aréte ([r],a), j’ai que [per] € S et que
o(per) = w(r) = a(a) donc ([per],a) € A. 1l est donc correct de poser:
Tt S — S ™. A — A
[r] — [pe7] ([rl;a) — ([per],a)
Il s’agit bien d’'un morphisme de graphe puisque:
74 © U([r),a) = T4([real, t(a)) = ([perea], 1(a)) = i([per], a) = Lo TA([r], a)
aoTi([r],a) = a([per], a) = [per] = T5([r]) = T& ° ([r], a)
woTh([r],a) = W([per], a) = [perea] = TE([rea]) = T§ o W([r], a)

Prenons p et ¢ dans 71 (C, s) et déterminons le morphisme (75 o7&, 74 o 79). Pour tout sommet
ret aréte A: TE o T([r]) = [peger] = TS ont 0 = peq, de méme:
Th o Tallr], @) = (Ipeger],a) = T4([r], a) ol 0 = peg

Sachant, de plus, que 74([r]) = [fer] = [r] et que T([r],a) = ([0<r],a) = ([r],a), on a donc que
(72,7%) est la transformation identité. Ainsi, pour [p] € 1 (C, s) on peut trouver [p'] € 7, (C, )
et alors TEoTd f o Tg =1 dg et ThoTh f o 7'9‘ =1d e Ainsi chaque endomorphisme de graphe
(T5,74) admet un endomorphisme inverse, donc tous les (74, 7%) sont des isomorphismes de
graphes de C dans C.
Enfin, vérifions ques ces isomorphismes sont des transformations de revétement:

o oTg([r]) = o([pr]) = w(per) = w(r) = o([r]), et poT4([r],a) = p([per], a) = a = p([r],a)
On vient donc de montrer que ¢: 7 (C,s) — G est un morphisme de groupe.

[p] — (75, T4)

Il ne nous reste plus qu’a montrer que ¢ est un isomorphisme de groupe:
Surjection: soit (i,V) une transformation de revétement alors on pose p = p([f]). Nous
allons montrer que p = 7§ et ¥ = TE. Pour cela prenons, pour un point [r] et une aréte
A = ([r], a), 'unique (puisqu’arbre) chemin Aj...A,, entre [(}] et [r]. Posons r = ry...ry, puisque
([0],71)...([r1. - -rg—1],7%) en est un, on a que k = n+1 et A; = ([r1...r;—1],7;). On considere
le chemin V(A4;)...V(A,): V(A1) est une aréte partant de p(0) = p, or pov(4;) = p(A1) =r1
done V(A1) = ([p],m1) = T4(A1)
Récurrence: pour 7 allant de 2 & n on suppose que V(A;) = 74 (A;). Alors V(A;11) est une aréte
partant de W(V(4;)) = W(TL(4;)) = [per1...ri] et telle que po V(A1) = p(Air1) = rit1, ainsi
V(Aip1) = ([perye - ril,riva) = Th(Aigr)-
De méme, V(A) est une aréte qui part de W(V(A,)) = [peri...7%] et telle que p o V(A) =
p(A) = a ainsi V(A) = ([per],a) = TH(A). Mais alors I'incidence nous permet de dire que
(7)) = (@A) = & o (A) = &((per].a) = [per] = T2(])-
On vient donc de montrer que si ({4, V) est une transformation de revétement alors elle est égale
aun (7, 74) pour p = p([0]). Ainsi ¢: m(C,s) — G est surjective.
Injection: Supposons que nous avons deux éléments distincts [¢] et [p] de 1 (C,s) alors
T2(0) = 0] = [p] # [a] = lg=0) = TA()), ainsi 7Z £ 74 et done () = (75, 75) £
(1&,7%) = p(q). Ainsi @ est injective.
Ainsi donc ¢ est un isomorphisme de groupe.

Q
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Lemme  soit ¢ = (S, A,€,t) un graphe et C = (§, g, €,1) son revétement universel. Alors C est le
quotient de C' par 'action du groupe G des transformation de revétement.

DEMO La démarche de cette preuve consiste & montrer que (0, p) passent au quotient et deviennent
alors des isomorphismes de graphe. On commence par montrer que deux sommets (resp. deux
arétes) sont équivalents si et seulement si o (resp. p) les envoye sur la méme image.

Soient [r] et [g] deux sommets de C et en sorte que o (r) = 0(q) alors w(r) = o([r]) = o([q]) =
w(q), alors a(i(r)) = w(r) = w(q) ainsi get(r) est un chemin partant de a(q) = s et revenant
en w(t(r)) =)a(r) = s, donc une boucle en s. Ainsi [get(r)] € m1(C,s), d’ou Ip € m(C,s) tq
[r] = [p=q] = T¢(a).

Réciproquement, s'il existe p € m1(C, s) tel que [r] = T&
est une transformation de revétement.

(a) = [poa] alors 0(r) = 0(q) puisque 7

De méme, on a a = p([r],a) = p([q],b) et ([r],a), ([g],b) € A si et seulement si o(r) = a(a) =
a(b) = 0(q) et a =b € A. Mais, par ce que nous venons de montrer, cette derniére assertion est
équivalente a dire que a = b et qu’il existe p € m1(C, s) tel que [r] = [peq]. Ceci revient & dire
quil existe p € m1(C, s) tel que T4 ([g],b) = ([r], a).

On a donc construit une relation ~ sur les sommets qui est définie comme:

[Fl=[ql & Fpem(C,s)ta. [r] =[pq] & IHp,v) € G tq ulr]) =g < o(r]) =o(q)
Il s’agit bien d’'une relation d’équivalence, puisqu’elle vient de 'action d’un groupe.
De méme, on a construit une relation = sur les arétes de A qui est définie comme:

(Ir],a) = ([q],0) <= p([r];a) =a="b=p(r],b) < I(u,v) € G t.q. v([r],a) = ([g],)
Cette relation est bien une relation d’équivalence puisqu’elle vient de I’action d’un groupe.

Appelons S’ = S/z et A’ = A/g. 11 est clair que € et ¢ passe au quotient:

A=A = Ipv) € G ta v(A) = A = E(A) = EW(A)) = (1, 1) (B(A) ~ E(4)
et L(A)=Tov(A)=voi(A)2L(A)
D’apres la surjectivité de p et 0 et d’apreés cette la définition des relations, on a donc que p’ et
o’ (le passage au quotient de p et o) sont des applications surjectives et injectives. Il est clair,
de plus, que (p’,0’) est un morphisme de graphe, donc (p’,0”’) est un isomorphisme de graphe.
On peut donc dire que C' est le quotient de C par ’action de G.

Q

Graphes de Cayley

Le propos de cette partie est de définir un graphe associé a un groupe qui nous permettra de “visualiser” le
groupe. Nous commencerons notre étude par celle de graphes dits génériques, une propriété qui est conservée
par revétement. Puisque le but de ce chapitre est de donner un outil pour montrer qu'un groupe admet la
présentation qu’on attend, nous allons réduire ce probleme a la question de savoir si un graphe est isomorphe
au graphe de Cayley d’un groupe. Pour ce, nous allons étudier les revétements universels d’un graphe de
Cayley pour passer, dans la partie suivante, aux revétements d’un graphes sur les tous petits graphes.

Soit G un groupe et X un ensemble symétrique de générateurs (i.e. X engendre G et X* C X). On appellera
graphe de Cayley le graphe C(G,X) = (G,G x X,€g,t) donné comme: !’ensemble des sommets est G,
lensemble des arétes Ag est G x X. On construit alors €g(g,z) = (9,9 - ) et L(g,x) = (g - z,2). 1l Sagit
bien d’un graphe puisque:

agotl(g,r)=ag(g-z,2") =g -z=wg(g,z) et wgol(g,r)=wag(g-z,2")=g- -2z 2" =g=0ag(g,z)

De plus C(G, X) est connexe: en effet, prenons g et h deux sommets de C(G, X). Puisque G est engendré
par X, on peut trouver z1, ..., x, € X en sorte que g* -h =z ... x,. Alors, la suite:
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(gaxl)(g . $1,$2). . '(g a1 '$n—1axn)
est un chemin puisque W(g-x1+... Tij—1,&;) = G- X1 ... ;= Q(g-T1-... Ty, xi11), il part de a(g,z1) = ¢
et arriveen W(g -1+ ...  Tp_1,Tn) =G -T1 - .. Tp =g g -h=nh.

On dira d’un graphe qu'’il est générique de degré p si de chaque sommet partent le méme nombre d’arétes.

Lemme  Deux arbres génériques de méme degré p sont isomorphes.

DEMO Appelons ces arbres C = (S, A4, (o,w), ) et D = (T, B,(3,(), k). Choisissons s € S et t € T.
Et définissons V z € S l'ensemble E, = {a € Ala(a) =z}, de méme V y € ¢, on définit
I'ensemble E, = {b € B|B(b) = y} Puisque les arbres sont du méme degré, on peut choisir
une bijection e: E; — F;. Puisque C est générique, on a, pour chaque x € S une bijection
hy: By — E,; on a, de méme, V y €T une bijection k,: E, — E,,.

On veut donc construire un isomorphisme de graphe (u,V): C — D. Soit z € S et a € E,
Puisque C' est un arbre, il existe un unique chemin a;...a, joignant s & . On pose alors
b1 =e(ay) € Ey. Puis, V i=2...non pose b; = kC(bi—l) 00 hy(a,_,)(ai). La suite by...b, est
alors un chemin de D puisque &(b;) = o (hyp, 1)(...)) = w(bi—1). On dira que b;...b, est le
transporté génériquement de ay...a,. Il faut savoir que ce transport dépend de b, des h, et des
k,, ceux-ci pourront étre modifiés en fonction des besoins.

On pose alors p(z) = w(by,) et V(a) = k((bn) 0 €0 hy(a,)(a).

Puisque v(a) = kC(bn)(‘ .)€ E¢ 4, on a que Qo v(a) = ((b,) = p(x) = o a(a). De méme,
on remarque que daj...a,a est 'unique chemin allant de s & w(a,), par définition de v(a), on a
que by...b,V(a) est le transporté génériquement de as. ..a,a donc 1o w(ay,) = ¢ o v(a).

De plus si a est cette méme aréte alors ay. . .a,a est 'unique chemin allant de s & o t(a) = w(a)
alors by...b,b est bien le transporté génériquement de a;. . .a,a et Vot (b) est donc une aréte allant
de fovoi(a) = poaor(b) = prow(a) = Cor(a) a (ovor(a) = rowet(a) = poa(a) = Bo(a).
Or il n’y a qu’'un seul chemin allant entre ces deux points et les arétes v o t(a) et Ko V(a) le
font, donc v o t(a) = Ko V(a).

On a donc défini (14, /) comme un morphisme de graphe, il reste & vérifier que c’est une bijection:
Pour cela, on montre qu’il existe un inverse de (4. En effet, pour tout sommet y de D, appelons
dy...d, 'unique chemin joignant ¢ a y. On refait alors la méme construction avec b*: on pose
c1 =e'(d) et ¢; = hye, ,yo0e* o kc(di—l)(di) et I'on pose /' (y) = w(em)-

On a bien alors que dj. . .d,, est le transporté génériquement de ¢;. . .c,, ainsi p(w(cn)) = w(dm)
et donc o p'(y) = y. Réciproquement, dans la construction de p, on a obtenu que a; =
hw(a, )0 € o k((bifl)(bi) donc que ' (w(by,)) = wlay,) ie. @ o u(z) = wla,) = z. Ainsi i est
bijective.

Pour trouver un inverse a UV il est alors évident de poser que, si b est une aréte partant de vy,
V(b)) = hwe,) o€’ o kC(dn)(b)' On obtient alors que V' o V(a) = a et que Vo V'(b) = b par
définition.

On vient donc de construire un morphisme de graphe (u,V): C — D qui est bijectif et donc
qui est un isomorphisme.

qQ

Lemme  Tout graphe de Cayley C(G, X) = (G,G x X, €,1) est un graphe générique de degré | X|.
DEMO En effet, on a, pour tout g € G que ’ensemble E,; des arétes partant de g est:
Eg{(f,x) e Gx X|f =a(f,z) =g} ={g} x X

Donc Ej est en bijection avec Ey via h%: (g,2) — (f, ).

Q
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COI’OIICIire Le graphe de Cayley C(Fx,X) d'un groupe libre < X > & base symétrique X est un
arbre générique de degré | X|.

DEMO D’apres le lemme, on a déja que C(X,0) est générique de degré |X|, il nous reste a vérifier
que ce graphe est simplement connexe. Prenons une boucle (g1,21)...(gn,a,) au sommet e
(I’élément neutre du groupe). Comme d’habitude on obtient que g1 = &(g1,x1) = e, puis que
gi = a(gi,x;) = W(gi—1,Ti—1) = Gi—1 - Ti—1 ainsi ¢; = 1+ ... wj—1 ¥V i =2...n. Mais il s’agit
d’une boucle en e donc e = W(gn,Tn) = Gn - Tp = T1 - ...  Tp_1 - Ty = T1...Tp. Or, si dans
G x1...x, = e, cela veut dire que via la suppression de x;x7, on peut simplifier z;...x, en e.

Or toute simplification d’un mot y;...y, €n y1...Yi—1Yit2. . -Yn implique ¢(fi,yi) = (ficys, y}) =

(fi+1,Yi+1), donc la simplification du chemin. Dans notre cas donc, on a que (g1, 21). . .(gn, Zn)

est donc équivalent & () modulo les allers retours.

Q

Lem ME  Pour que le revétement universel d’un graphe soit un arbre générique de degré p, il faut et il
suffit que le graphe soit générique de degré p.

DEMO Evident en vertu de la bijection locale d’'un revétement.

Q

COI’OIICIire Le revétement universel d'un graphe de Cayley C(G, X) est un arbre générique de degré
| X|, il est donc isomorphe au graphe de Cayley du groupe libre C(Fx, X). CLAIR

Bouquets et catalogues

Tous les isomorphismes donnés jusqu’a présent sont implicites. Afin de pouvoir donner des isomorphismes
explicites et des criteres implicites nous allons introduire le catalogage, c’est-a-dire une nomination des arétes
qui nous permettra de passer d’un graphe a un autre le long de chemins.

La base de 'outil que nous allons développer est la proposition suivante qui sera, au fur et & mesure du
développement, transformée en une vérification en un nombre fini d’étape (pour des graphes finis).

PrOpOSiTion de base  Ssoient ¢ = (S, A, (a,w),t) et D = (T,B,(3,(), k) deux graphes en
sorte qu'il existe un isomorphisme (fg, 6 4): c— ﬁ, supposons de plus
que O5(m1(C,s)) C m1(D,t) alors il existe un revétement (o, p): C —
D.

DEMO Rappelons-nous que nous avons un isomorphisme entre le groupe fondamental et le groupe
des transformations de revétement universel. Appelons G le groupe des transformations du
revétement universel C' et H celui de D. On a les isomorphismes de groupe: i: m(C,s) — G
et j: m(D,s) — H.

Etape 1: m1(C,s) C m(D,t) < fsogofi e H V g€ G: Remarquons que pour tout
sommet [by...by] de D, on a

[b1...bn] = w5 (([0],61). . ([b1- . .br—1], D))
Or, tout g = i([p1...px]) € G est exprimable comme: gg([z1...27]) = [p1...prex1...21) et

gallz1. . .@n),2) = ([p1- . PrcT1. . Zy], )
Ainsi, grace au fait que (fs,04) préserve I'incidence et les inverses, on a unique chemin réduit

ai...a, tel que 8% ([0],b1) = (0%([0]), a1) et O4([b1...b;], bit1) = (BL([0])<[a1. . .a;], ait1).L'image
par g est alors:

g ((OL([0), a1). . .(0L([0))e[ar. . .an—1],an) ) = ([p1- . .prloOL([0], ar). . .([p1. . .peleO%([0])e[ar. . .an—1], an)
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Or 04 ([p1-..prleb&([0])e]ar. . .a;], ai+1)) est une aréte allant de Og([p1. . .pi])e[0]c [b1. . .b;] jusqu’a

Os([p1. . -pr]c[0)e[by. . .bib;is1]) en vertu de incidence préservée par (fg,6.4). Or Paréte (Bs([p1. . .px))e[b1- - .bi], bir1)
fait exactement le méme chemin, en vertu de 'unicité du chemin réduit joignant deux points, on

conclut que ces arétes sont égales. On vient donc de montrer que @4 0 ga 0@ ([by...b;],bi +1) =

(Os([p1- - -pr))e[bi- - -bi], bix1). Ainsi la condition Og(7m1(C,s)) C 71 (D,t) est équivalente & O o

go «95% €eH V ged.

Remarquons que si z et y sont des sommets de C': oc(r) =0c(y) = opobs(z) =0opobs(y).
En effet, on se rappelle que C est un quotient de C par G et que D est un quotient de D par
H, on avait donc o¢(z) = oc(y) < Jgs € Gtel que z = gg(y) et, de méme, on avait
op(u) = op(v) < 3Jh € H tel que u = h(v). Dans notre cas, on a donc un g € G tel que
z = gs(y) alors Os(z) = 05 0 gs 0 8L(0s(y)) et, puisque Og o gs 0 8% € H, on obtient bien que
opobs(z)=0pobs(y).

De ces mémes quotients, on tirait aussi que pour a et b arétes de C, pc(a) = pe(b) & g€ G
en sorte que g4(a) = b; pour D on obtient donc que si on a ¢ et d des arétes de D alors
op(c) = op(d) < Ih € H en sorte que ha(c) = d. Soit alors a, b deux arétes de C' telles que
op(a) = op(b) on a g € G en sorte que a = ga(b) et donc Ba(a) = 04 0 ga 0 0%(64(b)) donc
JOp oHA(a) =0p OeA(b).

On définit alors 0: Sommets(C') — Sommets(D) de la fagon suivante: pour chaque sommet
u de C, il existe par surjectivité de o¢c un sommet = de C en sorte que O¢(z) = u et on pose
0(u) = 0p oBs(x). Le sommet o (u) ne dépend alors pas du choix de x par ce que nous venons
de montrer. De méme, on définit p: Arr(C) — Arr(D): pour chaque aréte e de C, il existe v
aréte de C telle que pe(v) = e (surjection de p) alors p(e) = pp o @4(v) qui ne dépend pas du
choix de v par ce que nous venons de montrer.

Montrons alors que (0, p) est bien un revétement de graphe: il nous faut la surjection, la
bijection locale et le morphisme de graphe.

Surjection : Puisque (0p, pp) et (95, 9,4) sont surjectives, il suffit de montrer que pour chaque
aréte ou sommet de é, il existe une aréte ou un sommet en sorte que I'image des premiers par
(¢, pc) soit un élément quelconque de C, ce qui est toujours vrai. Donc (0, p) sont surjectifs.
Morphisme : Soit a une aréte de C' et prenons une aréte v aréte de C en sorte que pc(v) =a
alors a5 (v) est un choix pour définir 0 o (ic(a), et de méme w(v) est un choix possible pour
définir 0 o we(a), donc 0 o ag(a) = op o lgo az(v) = ap o p(a), de méme 0 o we(a) =
JOp o 03 [} CL)&:('U) =Wp o p(a)

Pour vérifier que (0, p) préserve les inverses, on procede de méme: Lg(v) est un choix pour
définir p o tc(a), donc potc(a) = ppobao Ly =tpopla).

Bijection locale : Soit v un sommet de C alors il existe x sommet de C en sorte que oc(z)=u
on alors une bijection de I’ensemble des arétes partant de x vers I’ensemble des arétes partant de
u. En prenant I'inverse de cette bijection, puis en la composant avec 8 4 puis avec pp restreinte &
I'ensemble des arétes partant de 65(x) on obtient, une bijection de I’ensemble des arétes partant
de u vers ’ensemble des arétes partant de o (u).

On a donc construit morphisme de graphe de C' dans D qui est un revétement.

Q

Corollaire  soit X un ensemble symétrique (i.e. muni d’une involution ¢), alors il existe un graphe
composé d’un seul sommet o et ayant X comme ensemble des arétes. Un tel graphe sera
appelé bougquet a base | X| .
Ce graphe a un revétement universel générique de degré | X| et pour n’importe quel graphe
C générique de degré | X|, on peut trouver un revétement de C' dans le bouquet a base

| X].
DEMO Ce graphe bouquet est défini comme suit: D’ensemble des sommets ne contient qu'un élément,
disons o, 'ensemble des arétes est X et l'on définit £(x) = (0,0), I'inverse ¢ est déja défini
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dans la donnée de X. La condition de graphe est trivialement vérifiée. On écrira ce graphe
Bx = ({o},X,¢€,1).

Il est clair que Bx est un graphe générique puisque Bx n’a qu’un seul sommet. Des lors il admet
comme revétement universel un arbre générique de degré | X| et donc tous les graphes génériques
de degré | X| admettent un revétement universel isomorphe.

Enfin, on remarque que, dans Bx tout chemin est une boucle, par conséquent tout point du
revétement universel est dans le groupe fondamental. Ainsi pour tout graphe générique C' de
degré | X|, 'isomorphisme transportera m;(C, s) dans 'arbre et donc 71 (C, s) sera inclu dans le
groupe fondamental de Bx. La proposition précédente nous permet alors de dire qu’il y a un
revétement de C' dans Bx.

Q

Définition
Un graphe générique de degré | X | muni d’un revétement (ic, Vo) sur Bx sera dit catalogué par (fe, Ve) -

De méme si C' et D sont deux graphes génériques de méme degré |X| et si (05,604): C — D, on dira que
le morphisme (6g,0.4) est catalogué si pip o 0s = fic et Vpofa = ve.

Lemme  soit X un ensemble symétrique au moyen de l'involution ¢p, soient C' et D deux graphes
génériques de degré |X|, (c,Vc) un revétement de C dans Bx et (Up,Vp) un revéte-
ment de D dans Bx. Alors on peut construire un isomorphisme (fs,0,) entre C et D tel
que Vg o pc = Vp o B4, c'est-a-dire qui soit catalogué (on a utilisé les o et p qui sont les
morphismes de revétements universels).

DEMO Il faut, pour construire cet isomorphisme, se rappeler de la démonstration donnant I’isomorphisme
entre les arbres génériques. La preuve définissait F, comme ’ensemble des arétes partant du
sommet z, elle utilisait une bijection e entre Es et F; (¢ et s sont les points choisis pour construire
les revétements universels) et des bijections hy: By — Ej et ky: E; — E, pour  sommet de
C et y sommet de D.

Remarquons que I'on peut définir ces bijections en utilisant les bijections locales des revétements:

-1
on construit e en composant (pp|g,)" o (VD|EPD<t>) o (VC|Epc<s)) o (pcle.) et Von construit
1
h, en composant: (pc|m,)" o (VC|Epc(s)> o (VC|EPc(w)) o (pc|E,) enfin 'on obtient k, en

1
composant: (pplg,)* o (VD‘EPD@)) o (VD|EPD(y)> o (pple,). Alors 'image d’une aréte a de

C était donnée par une composition de h, de e et de k,, or ces bijections préservent I'image par
les ¥ o p. En effet, on voit que ¥p o pp oe = Vg o pc, que Vg o pc o hy = Ve o Pc et que
Vpoppoky,=Vpopp. Ainsi I'isomorphisme (fs,0,4) construit au moyen de ces bijections est
tel que Vp °pPp 09,4 =Vcopc.

Q

Lemme  soit ¢ = (S, A; €,1) un graphe catalogué par un revétement (i¢c, Ve) de C dans un bouquet
a base symétrique X, alors C' est générique et on a une bijection we de I'ensemble des
mots sur I'alphabet X vers I’ensemble des chemins dans C' partant de s. Cette bijection est
caractérisé par: wg(ar...an) = Ve(ai. . .ay,) qui est, définissons-le, Ve (aq). . .Ve(an).

De plus, si D est catalogué (ftp,Vp) de D sur Bx et que (A, T) est un morphisme de graphe
de C dans D en sorte que (A, T) est catalogué alors T owc = wp. Une telle application sera
appelée une alphabétisation .

DEMO En vertu du revétement, il est clair qu’on a une bijection locale b, entre ’ensemble X des arétes
qui partent de o et 'ensemble E,. des arétes qui partent de 7, explicitement c’est (V¢|g,)". Ainsi
C est générique.
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On construit aj...a,, 'image (x;...x,) par we, de la fagon suivante: on pose a3 = bs(x1)
ensuite on pose V i =2...n que a; = by(q,_,)(Ti).
On peut aisément construire 'inverse de we: w'(ay...an) = Ve(ar...an) = Vel(ar).. .Vo(ay).
Montrons alors que we o w’ est I'identité:

we o w'(a1...a,) = wo (Vo(ar). . .Ve(an)) = bs(Ve(ar). . by, ) (V(an)) = ai. . .a,
Puisque b, = (V¢|g,.)". De méme, w’ o we est I'identité car:

w owe(xy.. . 2y) = w' (bs(xl). ) .bw(an_l)(a?n)) = Vg o bs(21))...Vc o by(a,_,)(Tn) = T1...2p

Pour prouver la seconde assertion, considérons aj...a, = be(21...2,) un chemin de C. Ce que
Pon cherche a prouver est T o wo(x1...2,) = wp(x1...x,) or, en vertu de 'inverse de we :
Up oTowe(xy...Zn) = Vo owe(Ty. . .&y) = T1.. .2y
La bijection est valable pour n’importe quel graphe ayant un revétement sur Bx. Vp comme
application des chemins de D dans les chemins de Bx est I'inverse de wp et donc on a que:
Towe(xy...@y) = wp(xy...20)

Ceci étant valable pour n’importe quel mot zy...x,, on a bien 7 o wg = wp.

Q

Corollaire  soit C(G,X) un graphe de Cayley alors C(G,X) est catalogué par p: g — o et
V: (g,z) — x sur le bouquet & base X. Alors, pour chaque mot ...z, sur alphabet
X:

(,Uowc(xl...xn):xl-...~xnEG

DEMO Le catalogage est clair. On choisit s = e, I’élément neutre de G. Si z;...x, est un mot dans
I’alphabet X alors

we(zy...xn) = (eyz1) (e x1,22). . .(e 21 ...  Tp_1,Tn)

Et donc wowe(xy...xp) =wW(e-T1 oo  Tpo1,Tp) =€ T1 oo Ty =T1 .. Tpe

Q

Lem ME  Soient C et D deux graphes génériques de méme degrés | X | catalogués par les revétements:
(/.Lc,l/c): C — Bx et (ILLD,I/D)Z D — Bx

Alors on a un revétement (0, p): C — D si pour chaque mot z;...x, tel que we(xy. . .2,)
est une boucle de C, wp(z1...x,) est une boucle de D.

DEMO On considére o¢, pe): C — C et (0p, pp): D — D les revétements universels. 11 est clair
d’abord que (ftc 0 0, Ve o po) et (bp 0 Op,Vp o pp) sont des revétements sur By puisque ce
sont des produits de revétements. Donc C et D sont catalogués. De plus (Voo pe) = (Vo) o (pe)
donc pc est un morphisme catalogué, de méme pp est catalogué. On sait, par le lemme suivant
la définition de catalogué que, puisque les revétements universels sont catalogués et qu’ils sont
générique de degré | X|, I'on peut trouver (65,6 4) un isomorphisme catalogué de C' dans D.
On a déja remarqué que dans un revétement universel [a;. ..a,] = w (([0],a1). ..([a1. . .an_1],an)).
Ainsi, pour tout ...z, tel que we (.. .2,) est une boucle:

Wy owg(r1...2n) = [wo(z1. . .25)]
Soit we (1. . .x,) une boucle de C. Alors po o wx(x1. . .x,) = we(xy. . .z,) et, par la remarque

précédente, on a que wgz o wg(xl. ) = [wc(xlc Zn)] € m1(C, s). De plus wg(xl. ..Zy) peut
atteindre n’i mporte quelle boucle en s. Donc: zy...x, — wgo wg(xl. ..x,) est surjective sur
les éléments du 7 (C, s)

De par le cataloguage, on a que 040w~ (z;...7,) = wﬁ(xl. ..Zy) puis, on a pour la méme raison,

c
Pp © wﬁ(xl. cZy) = wp(T1...Ty).
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L’hypothese dit donc que wp(z1...x,) est une boucle. Or wp o wﬁ(xl. S p) = [wp(T1. . .2n)]

est donc inclu dans le (D, t). On a que pour chaque élément Wz o wx(21...2,) du m1(C,s):

95’ o w5 o ’wa(l‘l . Z‘n) = wﬁ ¢} (9,4 o wg(xl . xn) = WB o U)B(a?l . J,‘n) = [’u}D(l‘l. . xn)] € 7Tl(D, t)

On vient donc de montrer que si les hypotheses sont vérifiées, on a O5(m1(C, s)) C 61(D,t), la
proposition de base nous permet alors de dire qu’il y a un revétement de C' dans D.

Q

CorO”Oire Soit C et D deux graphes génériques de méme degrés | X| catalogués par les revétements:
(e, vVe): C — Bx et (Up,vp): D — Bx
Et appelons Ths = (Sar, Ary €l ayy, s tla,, ) Varbre maximal. On définit pour chaque aréte
a, Y(a) comme 'unique chemin réduit de larbre maximal allant de s & a(a) et ¢©'(a)
comme 'unique chemin réduit de ’arbre maximal allant de s a w(a).
Alors on a un revétement (0,p): C — D si pour chaque a € A on a que x;...T, =
Ve o X(a) = Vo(p(a)eas@’(a)) est tel que wp (.. .2,) est une boucle de D.

DEMO Ce résultat est évident dans la mesure puisque le 71 (C, s) est engendré par les [p(a)cacp’(a)]
pour a € A= M et puisque es\m(c,s) est un morphisme de groupe.

Q

Corollaire  Prenons C(G, X) un graphe de Cayley et soit D = (5, 4, (&, w), ¢) un graphe générique de
degré | X| catalogué par (4¢c,Ve): D — Bx, soit enfin Ty = (Sas, A, (a)w)|AM),L\AM
un arbre maximal dans D alors on a un revétement de D sur C(G, X) si pour toute aréte,
a € A=Ay le mot xy...z, = wi(Xx(a)) est tel que x1 - ...z, = e, 'élément neutre dans
G.

De plus si a € A=~ Ay satisfait cette condition alors I'aréte ¢(a) la satisfait aussi.

DEMO En effet, on a montré que, dans un tel cas, woowe(z1. . .2n) = x1+... 2, € G ainsi we(xy. . .2y)
est une boucle de C' = C(G, X) si et seulement si x1 - ... -z, =e.
Des lors, si pour chaque a € A= Ay le mot z1...z, = wh o X(a) est telque z1-... -z, =eona

donc que wp(z1...x,) est une boucle. Le corollaire précédent nous permet alors de dire qu’on a
un revétement de D dans C(G, X).

La seconde assertion est tres simple a vérifier:

X(t(a)) = @ota)L(a)p o tla) = t(p'(a))L(a)t(p(a)) = t(x(a)
Ainsi donc le mot 1. . ., = wHoX(¢(a)) est le mot 7. . .x7 et donc, dans G il donne (z1-...-zp)"
qui si 7 -...-x, vaut ’édlément neutre, sera aussi ’élément neutre.

Q
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I_Cl PI’OTique Nous allons ici énnoncer la démarche empirique sur laquelle se baseront les applica-

tions. Pour ce, nous sommes contraints, d’admettre un rapport entre les dessins et les
mathématiques.

(i) On admettra que l'on s’est donné un graphe en dessinant les sommets et les traits
les reliants. Qu’alors I’ensemble des sommets se voit, que I’ensemble des arétes est
I’ensemble des traits dessinés pris les deux sens chacun, que les applications ¢ et w
se voient & partir d’un trait et d’un sens choisi, enfin que l'inverse envoie un trait
dans un sens sur un trait dans 'autre sens.

(ii) Associons & chaque trait un nom et (éventuellement) une orientation en sorte que
deux traits portant le méme nom sont tous deux orientés ou ne le sont pas les deux.
On peut alors étendre la nomination aux arétes : pour les traits qui sont orientés,
on donne le nom muni du signe *, pour les traits qui ne sont pas orientés on donne
le méme nom pour les deux sens. Alors, si, pour I’ensemble des arétes qui partent
d’un sommet, tous les noms sont utilisés (y compris les inverses qui existent) et une
seule fois chacun on admettra qu’on a un catalogage sur le bouquet dont la base est
I’ensemble des noms et 'application inverse apporte un nom™ sur le nom, un nom
sur le nom™ s’ils sont orientés, et fixe un nom non-orienté.

(iil) Si, maintenant on appelle D = (S, A, €,1) le graphe construit par le dessin, C' =
C(G, X) le graphe de Cayley d’un groupe, si, enfin, D est catalogué sur le bouquet
a base X. On peut dessiner un arbre maximal (i.e. un arbre dans D dont les
sommets sont tous les sommets de D). On choisit un point s € D. L’application
wp, sera donnée de maniere évidente: & un chemin X(a) on associe la suite des
noms des arétes. On utilise alors le dernier corollaire: si le mot construit pour
chaque chemin X(a) a € A= Ay donne, dans le groupe G, I’élément neutre (donc
X (t(a)) le donne aussi) alors on a un revétement de D dans C(G, X).

(iv) Si on a un revétement (0s,64): C = (S, A, (a,w),t) — D = (T, B,(/3,(), k) tel
que g est une bijection alors 04 est bijective: en effet, on peut partitionner A
et B en (Ey)ses et (Ey)ier; puisque revétement, 04 est une bijection de E, dans
EQS (s) et, puisque fg est bijective et puisque morphisme 64 envoie bijectivement

les E, sur les E;, donc 64 est bijective. On a donc un ismorphisme de graphe.

Ce chapitre est sans doute profondément aride, mais les séries de jolis exemples viennent & point maintenant.
Le prochain chapitre va utiliser cette démarche pour obtenir “a la main” les présentations de trois groupes.
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Le cas de PSL 2(\F7>

Rappelons que [F7 est le corps a 7 éléments, i.e. le quotient |Z/7|Z.

Ce chapitre va appliquer les généralités du chapitre précédent afin d’obtenir une bonne description de
PSL; (F7). On cherche, en particulier, une présentation de ce groupe, un graphe de Cayley (qui nous don-
nera une idée de la surface que l'on cherche) et d’autres particularités qui nous permettront de passer plus
aisément a la géométrie.

On commence par vérifier que PSL; (IF7) est simple, ainsi il sera impossible de classifier les éléments du groupe
au moyen d’un morphisme surjectif. On s’appuyera donc uniquement sur la combinatoire pour I'observer de
plus pres.

Vérification Le groupe H(@ﬁ ~ PSL; (F7) admet 21 similitudes et donc 168 éléments. Il est engendré

par T = w ((1) i) et L =w ((1J _01) et ces générateurs satisfont en tous cas aux relations:

T7=1 *=1 (71)® ='homothétie de rapport 1 =1

De plus, le corps IF; n’est pas de caractéristique 2 et a suffisemment de carrés donc
H(IF7) = PSL (F7) est un groupe simple.

DEMO Remarquons d’abord que F2 = {0,1,2,4} et donc que |F$* ={1,2,4}. Appliquons alors le corol-
laire de I’équivalence des similitudes qui énumere les similitudes, il nous donne une bijection:
e Fr xIF2" — H_(F:)
(p7 k) — Tp o /r]k

Il y a donc bien Card(F7) - Card (IFi*) = 7-3 = 21 similitudes dans H(@ﬁ. Mais I’action de

H(ﬁ7) sur [F; est transitive, un petit théoréme de théorie des groupes nous dit donc que :

transitivité

Card ('H(@ﬁ)) = Card (Stab(c0)) - Card (Orbite(oc0)) = Card (HOC(@ﬂ) -Card(F;) =21-8 =168

D’apres la proposition Engendré encore, on sait que PSLy (IF7) = H(@ﬁ est engendré par 7 =

u}((l) 1) et L = (_01 (1)) Enfin les relations sont vérifiées grace a cette méme proposition et grace

aux isomorphismes (< ¢ >~ IFy et < T >=F7).

Enfin, le corps [F; n’est pas de caractéristique 2 puisque 2 n’est pas congru & 0 modulo 7. On
*

a vu que |F§ = {1,2,4} or 2-2 = 4 # 1 donc 2 est un élément d’ordre > 2 dans le groupe

(lFi*, '>, on conclut donc que IF7 a suffisemment de carrés. Le théoréme final nous dit donc que

H(|,|E7) ~ PSL; (F7) est un groupe simple.

Q

COI’OllOire Sachant que H(lﬁ) est engendré par T et ¢ on a déja un morphisme surjectif du groupe
libre < 7,¢ > sur H(IF7). Sachant, de plus, que les relations 77 = (2 = (7¢)? sont vérifiées,
ce morphisme va passer au quotient pour donner un morphisme (surjectif toujours) :

~H(F7) ~ PSL, (F7)

<T T =12=(T1)3=1>
CLAIR
Nous allons maintenant nous intéresser & un sous-groupe de PSL; (IF7) qui est bien connu. Celui-ci va nous

permettre d’acquérir la derniere relation nécessaire. Commencgons par le décrire, ensuite, nous verrons
comment l’injecter.
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Lem ME (i) Le groupe des permutations sur 4 éléments, dénommé Sy posséde 24 éléments. Si l’on pose
a = (123) et 3 = (24), ces deux éléments engendrent S, et celui-ci admet la présentation:

Sy~ U=<aq,flad=0(%=(Ba)yt=1>
(ii) Le groupe des permutations paires sur 4 éléments est un sous-groupe d’indice 2 de Sy, il

contient exactement 12 éléments. De plus, si 'on pose v = Safa = (12)(34), ce groupe

admet la presentatlonA ~V=<ann?=a®=(ay)?=1>

DEMO Que le groupe Sy posséde 24 éléments est chose fort bien connue (4! = 24). La génération de Sy
par ces deux éléments se prouve a la main. Je donne ici 'expression en v et 3 de chacun des 24
éléments de Sy :

1231 = (0 =aa 1313 = (43) = afa’ 1324 = (23) = Bafa B
Bl =@ =ofes 13 =6 =pafor 13- =0
yi3t=(12) = farfaf 2% =(12)(34) = o farf 1331 = (123) = «

ya0t = (1234) = a*fat 1335 = (1243) = af 1231 = (124) = ot fa
b1oq = (132) = 5115 = (1342) = B yo11 = (13) = afa’ faf

121 (3 = B 129 = (3)20) = aflarfa 1331 = (1320) = 0

1230 =(1432) = afa 231 = (142) = o' Baf 1238 = (143) = faf
=) =atfa 281 =(1423) = Ba 1250 = (14)(23) = afaf

Les relations données dans la pré-
sentation viennent directement :

1234
Q= 5314 = (123)

est un cycle de longueur 3 donc o?
est Iidentité, de méme

B =113 =29

est un cycle de longueur 2 donc (32
est I'identité, enfin

Bo= 1237 = (1423)

est un cycle de longueur 4 et donc
(Ba)? est I'identité.

Ces relations sont donc vraies. On
a donc un morphisme surjectif du
groupe abstrait U donné par la prés-
entation sur Sy.

Pour vérifier que ce morphisme est
un isomorphisme, il faut tracer ce
qu’on suppose étre le graphe de
Cayley (ci-contre), en annexe on
montre que 'on a un revétement
de ce graphe dessiné (nous I'appel-
lerons D) dans le graphe de Cayley
C(U{a,a*,3}) de H.

On a donc une surjection de Sommets(D)
24 sommets. En résumé:

=>U. En comptant a la main, on obtient que D a

Sommets(D) —sU ——5,
24 = Card(Sommets(D)) > Card(H) > Card(Sy) = 24
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De I'égalité ci-dessous, on doit conclure que ces deux surjections sont des bijections. Ainsi le
revétement est un isomorphisme de graphe et Sy est isomorphe & H. On a donc obtenu une
présentation de S; en méme temps que son graphe de Cayley.

Remarquons que, puisque (3 est d'ordre 2, (fa)* =1 & [af) a =1 < (af)af* =
(af3)* = 1, ainsi la présentation classique de S; est équivalente & celle que nous avons donnée.

Le groupe alterné A, est le noyau du morphisme de signature sur les éléments de Sy, ¢’est-a-dire
I’ensemble des permutations qui s’expriment comme un produit d’un nombre pair de transposi-
tions. Il s’agit donc d’un sous-groupe d’indice 2, il contient donc exactement 12 éléments. Tout
d’abord, il est clair que les deux permutations suivantes sont paires, puisqu’elles sont produits
de deux transpositions :

a = (123) = (31)(21) v = Bafa = (12)(34)
Pour montrer qu’elles engendrent A, donnons, comme précédemment, ’expression de chaque
permutation paire en termes de ces générateurs :

1234

i =0=a0! =) 1230 = (24)(23) = 'y = (234)
1o = (A2)M3) =ya =(243) G115 =(12)B34) =7  =(12)(34)
ali=3)(12)=a  =(123) 3331 = (14)(12) = yary= (124)
Yai =213 =ar  =(132) 311 =(14)(13)=ay = (134)
Sits = (13)(24) = yayar= (13)(24) ;755 = (12)(14) = yay = (142)
1230 =(13)(14) = yar = (143) 1250 = (14)(23) = aryart= (14)(23)

La premiere relation énnoncée a été montrée w0

. . 14)(23) +——
auparavant, la seconde : vient directement a 0 Yy
de la premiere partie de ce lemme: \ /4

(Bafay’ = (Bafa)(Baba) = (Fa)' =1 /.
Reste a montrer que ce sont bien la toutes '
les relations. On procede de méme qu’avant
en tragant F le graphe que ’on suppose étre
le graphe de Cayley du groupe V' donné par ,/ \
la présentation. On montre en annexe que 132
ce graphe admet un revétement au dessus - = L
de C(V, {a, o', 3 }) Ce graphe contient 12 (e (2349 (1239
sommets. Donc, il y a maximum 12 som- \ / \ /
mets dans le groupe donné par la présentation. (142)
Puisque celui-ci se surjecte dans Ay (deux
générateurs et relations vérifiées pour eux),

il contient exactement 12 éléments et il est
isomorphe a Ay, de plus le revétement du
graphe E est un isomorphisme ce qui nous
prouve que le graphe que 'on a dessiné est
bien le graphe de Cayley de Ay. T

(123)

(143

€25

l\/lorphisme premier H(@ﬁ contient une image de Ay.
DEMO Etant donné que la présentation de Ay est Ay ~< a,Y[y2 = a3 = (ay)® = 1 >, la tactique

o~

pour obtenir une image de A4 est d’arriver & trouver deux éléments de H(IF7) qui satisfassent a
ces relations. On aura alors forcément un morphisme. En se rappelant le lemme de commutation
du chapitre précédent, on trouve que deux bonnes images de ¢ et 7y seraient 7 o1 1 et MyolL.

Les relations 72 = a® = (ay)® = 1 sont alors vérifiées grace a ce lemme:
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commutation isomorphismes

2 J— — =
YE=Mgo0loNgol NioMioLol 1
engendré encore isomorphismes
()?=(motoTom)® =mnio(toT)’ony = muons = 1
3 commutation idem
Q® =TofnioTonNioTol isomor?hismes Ti4207L 0T oML = T3, 1 077%3 = Tgqa0M =1
Les trois relations sont vraies, on a donc un morphisme surjectif :

po Ay —— <Tomny, Nyot>C H(F7)
o +— T o 771
4
Yo Mot

Morphisme secoNd  Le morphisme p énnoncé s’étend & tout S

DEMO Sachant que dans S4, A4 est engendré par o et S, la stratégie consiste & trouver 3 étant
donnés < et BB, en fait, il suffirait de trouver une “racine carrée” de SaBa qu’il suffira de
multiplier & droite par &' pour obtenir /3.

On a que 2 est I’élément de IF; dont le carré est 4, exprimons en détails le générateur v: () =
w(Bafa) =m0t ="7_14 °lLoT_10lL0T 30 (tot). Or —% =—4=(-2)4+(-2) et =2 =5, alors
[(7Y) = TsoLoTs0Ts0L0Ts = (Ts0L0Ts)? qui serait p(Bar)?. On aurait alors p(Ba) = Ts0tL0Ts,
ainsi le bon candidat pour notre (3) devrait étre u(Baat) = pu(Ba) o () = Ts oL o T o Ny.
Acceptons-le. Pour que ce soit un bon, on vérifie alors que les deux relateurs énnoncés vérifient
les relations de Sy: Dégalité p(a)® = 1 a déja été vue plus haut; Dégalité p(Ba)* = 1 vient
de p(Ba)* = p(Bafa)? = 1 comme on I'a montré précédemment. I1 reste & vérifier que le
candidat (4((3) est bien d’ordre 2:

commutation
w(B)? = (tsotoTon)o(TsotoTon) = TsoloNgoloT ol
idem isomorphismes idem

= T50l0loTioM1 00, = Ts0Ty = 1

On vient donc de montrer que 1'on peut appliquer les générateurs v et (3 de Sy sur des éléments
() et pu(B3) qui satisfont aux mémes relations que ¢ et (3, on a donc étendu {4 en un morphisme
surjectif:

p: Sim<a,flod =32 =(Ba)=1> — = <Ton, Ts0tLoTon, >C H(F;)

Q

COfOllOire On peut trouver des éléments d’ordre 4 dans H(lﬂ), un sympathique exemple est 73¢.

DEMO Par le fait que le p est un homomorphisme de S; dans 'H(I/IE7), on peut dire que les images
des éléments d’ordre 4 dans S4 seront, dans ’H(@) a la puissance 4, des éléments triviaux.
Typiquement, on a que ft((1423)) = p(Ba) = T5 o L o T5 est d’ordre 4. C'est-a-dire que :

1= (Ts50t0Ts5)* = (Ts0L0Ts)o(Ts0L0Ts)0(Ts0L0Ts)o(Ts0L0Ts)
=Tyo(TzoL)o(Tgot)o(Tgot)o(T30L)oTs =Tao (T30L) 0Ty

ismorphismes ismorphismes idem

Des lors, on peut dire que : (720 ¢)* = (T300)* =73 oTs = Ts0Ty = 1
On vient donc de trouver un élément d’ordre 4 de H(IF7) un peu plus simple que ceux de (4(Sy).

qQ
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Théoreme Le groupe PSL; (F7) ~ H(F;) admet la présentation :
H=<T7,|T"=(To1))=1>=(1301)*=1>

DEMO Nous savons depuis le début du chapitre que les trois premieres relations sont vérifiées, la
quatrieme vient d’étre vérifice. On a donc un morphisme surjectif du groupe H donné par la
présentation sur H(IF7) &~ PSLy (IF7).
Comme pour chaque groupe, on trace ce que 1’on croit étre le graphe de Cayley de cette présen-
tation (ci-dessous) et 'on compte 168 sommets sur le graphe.
Au début de ce chapitre, on a montré qu’il y avait bien 168 éléments dans PSL; (IF7). En annexe
on vérifie que l'on a un revétement de F, le graphe dessiné, dans C(H, {7,7%,¢}). On a donc
I'inégalité classique entre le graphe, la présentation et le groupe :

Sommets(F) ——=H —>>H(@7)
168 = Card(Sommets(F)) > Card(H) > Card (H(lﬁy)) =168

Le morphisme surjectif ne peut donc étre qu’un isomorphisme et la conclusion est vraie. De plus
le graphe dessiné est bien le graphe de Cayley de H(IF7).

Q
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\ 2 4 Ce que l'on suppose étre le graphe de Cayley de PSL; (IF7)
K .

)
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Chapitre IV

Isom etries d’'un quotient

Le but de ce chapitre est de décrire les isométries d'un quotient d’un espace modulo une action proprement
disontinue et libre. On s’appuyera, pour cela, sur la théorie des revétements.

Dans tout le chapitre E est une variété connexe, I est un groupe de difféomorphismes agissant librement et
proprement discontiniiment sur E. Alors on sait que B = E / [ peut étre munie d’une unique structure de
variété en sorte que la projection de quotient 7 est un revétement et u difféomorphisme local. Dans ce cas le
groupe I est le groupe des transformations de revétement dont les éléments ont la propriété caractéristique
suivante: 7oy = T.

Si E est munie d’une métrique riemannienne et si I’ est un groupe d’isométries, alors B peut étre munie
d’une unique métrique riemannienne en sorte que 7 soit une isométrie locale.

Définition
Jappellerai normalisateur de I, et je noterai N l’ensemble des difféomorphismes I de E en sorte que
Tol =1"01I. Ce quirevient & dire que I € A si et seulement si:

VGel'dJHel telqueGol=ToHet YV Hecl 3Gl telque loH =Gol

Lem me 1 Si I et J sont deux difféomorphismes de E dans E tels que m o I = 7 o J alors il existe
Gel telquel=Gol.

DEMO Cela est tout a fait clair puisque 7ol = wo.J implique que ToloJ* = 7 et donc que IoJ* € I
ainsi il existe G € I tel que I = G o J.

Q

Lem me 2 Si F' est un difféomorphisme de E dans F en sorte qu’il existe f un difféomorphisme de
B dans Btel que moF = fomalors Fol =1 oF.

DEMO Quel que soit G € ['onaTTo(FoG)=fomoG = fom=moF donc il existe H € " tel que
FoG=HoF. Ainsi Fol ' c I['oF.

Remarquons que 'on a, en vertu des deux bijections f et F':
ToF=fomm < floMmoF =7 < f'om=molF"

Ainsi, F* et f* satisfont a la condition 7 o F* = f* o 71, on peut alors répéter le raisonnement
ci-dessus qui nous donne que Frol ' Cc I'oFtie. ['oF C Fol ainsidonc Fol =1"0oF.

Q
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COI’OIICIire Supposons que I’ est un groupe d’isométries. Si F': E — FE est une isométrie pour
laquelle on peut trouver un difféomorphisme f: B — B tel que mo F = f o7 alors f
est un isométrie de B et ' € N/

DEMO Par le lemme précédent, on sait déja que Fol' = 1" o F donc que F € N.
Il nous reste & montrer que f est une isométrie: appelons g le tenseur métrique de E et h celui
de B. Puisque T est une isométrie locale, on a, V v, w € Tg, que h(Tr(v), Tr(w)) = g(v,w);
alors, puisque F est une isométrie on a g (T¢(v), T¢(w)) = g(v, w) donc:
h(Ty o Tr(v), Ty o Tn(w)) = h (Trorr (v), Tyor (w)) = h (Tror(v), Tror (w)) = g (v, w) = h (Tr (v), T (w))

Puisque 7 est un revétement on a que T est surjective et donc que h(Ty(M),Tf(N)) = h(M,N)
pour tout M, N € Tg. D’ou, f est une isométrie.

qQ

Lemme 1 existe un morphisme a: N — Dif f(B) appelé abaissement tel que V F € N on a
mToF =q(F)oT.

DEMO Prenons F € N. V 2,9 € E on a y ~ 2 modulo I'action de I si et seulement si 3G € I
tel que G(z) = y. Or F € N donc on peut trouver H € I tel que F oG = H o F et donc
F(y) = FoG(z) = H o F(z) ~ F(z) modulo I'action de I". Ainsi, F' envoie les classes modulo
Paction de I sur les classes, c’est-a-dire qu’on peut définir F sur le quotient.

Le passage au quotient de F sera a(F). U £, F(U)
Puisque les classes forment une partition de F et que F' est une bi-

jection, o((F') est encore une bijection. Montrons que (F) est un

difféomorphisme local: Soit U un ouvert E en sorte que 7|y et | p g T

soient des homéomorphismes alors le diagramme ci-contre commute
par définition de a/(F). Alors (F)|xwy = (T|v)" o Flrwy o T|rw)
d’ott a(F)|r(vy est un diffSomorphisme.

Q(F)

m(U) — moF(U)

Sachant que a(F') est bijective, on a donc montré que o¢(F') est un difféomorphisme.
F G

EFE — E — FE Il reste alors & voir que oc: N' — Dif f(B) est un morphisme
de groupe. Soient F et G deux éléments de N alors FoG € N/
T T T par définition. On a alors le diagramme suivant qui, encore
une fois est commutatif en vertu de la définition de a/(F'). On
adoncmoF=q(F)oTet moG =(G)oT ainsi:
QU(F) a(G)
B — B — B

Q(FoG)om=mo(FoG)=a(F)omoG=a(F)oa(G)om

Puisque 7 est surjective, ®(F o G) o™ = a(F) o a(G) o 7 implique a(F o G) = a(F) o a(G).
Donc & est bien un morphisme de groupe.

qQ

COrO”Cﬂre Si ’on restreint v aux isométries contenues dans A alors & va dans les isométries de B.

DEMO Le corollaire précédent nous disait que, si I est une isométrie et ¢ un difféfomorphisme avec
mol =107, alors i est une isométrie. Ainsi «x envoie une isométrie sur une isométrie.

qQ
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Lemme  Cet abaissement est unique au sens suivant: si F € Diff(E) et f € Diff(B) tels que
ToF = fomalors F e N et f=a(F).

DEMO Par le lemme 2, on a que F' € A/. De plus, par surjectivité de 7 on peut trouver, pour tout point
x € B un antécédant y € E par T alors f(z) = fom(y) =mo F(y) = a(F) om(y) = a(F)(x)
par définition de a(F'). Ainsi f = «(F).

Q

Lemme
Ker(a)=1'

DEMO
FeKer(a) & FeNeta(F)=Idg"8“troF=Idpor =7 & Fel

Q

PI’OpOSiTiOh Supposons que F est simplement connexe alors tout difféomorphisme de B dans B se
remonte en un difffomorphisme de E dans E. Et donc «v: Dif f(E) — Dif f(B) est
surjective.

DEMO On rappelle le critere de relevement: soit g: X — B , choisissons z € Xet y € E tels que
T(y) = g(z) alors on a un relevement ¢': X — FE tel que mog’ = g et ¢'(x) = y si et seulement
st g (M (X, 7)) C Tu(T1(E, y)).
Choisissons alors un point « € B, y € E tel que m(y) = z et appliquons E E
ce critere a notre cas, on a donc le diagramme ci-contre pour tout difféo-
morphisme f: B — B. On choisit y’ € F tel que m(y') = f(x), il est clair W[ [ T
que Papplication fo7: E — B satisfait aux criteres puisque ™1 (E,y) = 1.
Donc il existe un relevement F': F — E de fom tel que fom =mo F. f
et que F'(y) =v'. B — B

Réciproquement, pour les mémes raisons on a un relevement F’': E — E de o f* tel que
ToF =flomet F(y) =y.

Mais alors: Tol' oF = f'omoF = f'o fom =7 donc F’ o F' est un relevement de 7 qui, de
plus, envoie y sur y, mais l'identité Idg est également un relevement de 71 puisque wo Idgp = 7
par unicité du relévement, on a F' o F' = Idg.

Dans lautre sens ToFoF' = fomoF' = fo f'om = 7 donc F o F’ est un reléevement de 7 qui,
de plus, envoie 3’ sur 3. Sachant que Idg a la méme propriété, on conclut que F o F/ = Idg.
Ainsi F et F’ sont des bijections et F/ = F™.

Par restriction aux voisinages on voit que F' et F’ sont différentiables. Donc F est un difféo-
morphisme. Enfin, le lemme d’unicité de l’abaissement nous donne que f = «(F') puisque
ToF = fom. Doua: N(I') — Diff(B) est surjective.

Q

Theoreme Soit E une variété simplement connexe, B une autre variété avec m: E >B un
revétement différentiable et I' le groupe des transformations de revétements alors le
morphisme d’abaissement av: N(I') — Dif f(B) est un morphisme de groupe surjec-
tif et (on I'a vu) kerae = I'. Donc « fournit cv: N(F)/f' — Diff(B) qui est un
isomorphisme de groupes.

CLAIR
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Théoreme Soit E une variété riemannienne simplement connexe, B une autre variété rieman-
nienne avec un revétement différentiable 7: F >B qui est une isométrie locale.
Alors le morphisme d’abaissement restreint aux isométries donne des isométries, on a
«: Iso(E) — Iso(B) qui est surjectif. Et donc on peut définir le passage au quotient
du morphisme a: { so(E) / I — Iso(B) qui est un isomorphisme de groupes.

DEMO Tout ce qu’il faut montrer est que (v est surjective, autrement dit que si F' est un difféomorphisme
relevé d’une isométrie f alors F' est une isométrie.
Soit f une isométrie de B. T est une isométrie locale alors soit U un ouvert tel que m: U — 7w(U)
est une isométrie et tel que m: F(U) — 7o F(U) en est une aussi.
OnamoF = fom donc:

1
Tlrw) o FIU = flrw) o Tlv et donc fly = (W\F(U)) o flxw)omlv
Donc f|U est une isométrie donc f.g|ruv = g|ru, et puisque les U recouvrent tout E, on a
F.g = g ainsi F est églament une isométrie.
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Groupes triangulaires

Définitions

Dans le plan hyperbolique |D2, soient trois sommet a, b et ¢ formant un triangle T dont les angles aux
sommets sont respectivement %, % et %, ot I, m, n € IN" en sorte que % + # + % < 1; on sait qu'un
tel triangle existe toujours. Appelons, enfin, L la réflexion dont I’axe est le support du segment [b, ¢|, M la
réflexion dont laxe est le support du segment [a,c] et N la réflexion dont 'axe est le support du segment

[a, b].

Lemme  On a les relations suivantes valables pour tout triplet L, M et N définis comme ci-dessus:
L? = M? = N? = (LM)" = (LN)™ = (MN)' = 1

DEMO Appelons K, la transformation de Moebius positive appliquant « sur 0 dans D%
Soit A = L, M ou N et soit  un point de ’axe de A alors K, 0 Lo K, est une symétrie euclidienne,
elle est donc d’ordre 2. Ainsi A est d’ordre 2.
Soit A# B € {L,M,N} et soit {z} = Azxe(A) N Aze(B) alors il est clair que K. 0 Ao Bo Kk, =
(KioAoK,)o(KLoBok,) est la composition de deux symétries euclidiennes et est donc une
rotation dont 'angle est deux fois ’angle entre 'axe de (K30 Aok,) et 'axe de (K30 Bok,). Or
Kg qui est le méme angle entre 'axe A et 'axe de B puisque K, est conforme. Par définition
I’angle inorienté entre les axes de A et B est:

si {4, B} ={M, N} MN et NM  sont d’ordre I

si {A,B} ={L,N} ainsi donc {LN et NL  sont d’ordre m

si {A,B} ={L,M} LM et ML  sont d’ordre n

RIS

Q

On appellera A(l,m,n) le groupe engendré par ces trois réflexions dans le groupe M. des transformations
de Moebius, positives ou négatives. Appelons, en outre H le groupe abstrait donné par la présentation:

H=<L,M,N|L*>=M?=N2=(LM)" = (LN)" = (MN) =1 >

On a alors un morphisme de groupe surjectif 7w: H — A(l,m,n).

D’autre part, soit A une arréte de ce triangle, on appellera transformations vicinales autour de A et 1'on
notera V4 l'ensemble composé de la transformation identité notée 1 et de la réflexion R4 dont I'axe est le
support de 'arréte A. Soit un & un sommet du triangle, on appellera transformations vicinales autour de x
le sous-groupe V, engendré par A et B, ou A et B sont les réflexions autour de chacun des axes qui sont le
support des arrétes contenant x.

Lemme Va est isomorphe & IFy. V4 est isomorphe au groupe < A, B|A? = B? = (AB)Y =1 > ol j
est [, m ou n donné par le lemme précédent.

DEMO Soit R4 la réflexion autour de I’axe support de A, on a en vertu du lemme précédent que R = 1
et donc {1, R4} est un sous-groupe de A(l,m,n).
Les éléments de V, =< A, B >C M™% obéissent aux relations énnoncées en vertu du lemme
précédent. Reste a montrer qu’il n’y a pas d’autres relations. Or cela est clair puisque K0V, 0K,
est un groupe endendré par deux symétries euclidiennes d’axes concourant en 0, il s’agit donc
du groupe dihédral d’ordre j.
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Q

Il va s’agit de montrer que le groupe endré par L, M et N est bel et bien un groupe fuchsien dont le domaine
fondamental est le triangle T'. Pour cela nous allons devoir recoller des homéomorphismes. Voici les lemmes
qui nous le permettront:

Lem ME  Soient A et B deux ouverts disjoints d'un espace topologique X, Y un autre espace topo-
logique et soient f: A — Y et g: B — Y deux applications continues qui coincident sur
I'intersection de A avec B. Alors il existe une application continue notée fug et appelée
le recollement de f et g allant de AU B dans Y telle que (fug)|s = f et (fug)lg = g.

DEMO En effet, soit 2 € AN B et O un voisinage ouvert de = dans Y alors:
W'(0) = f1(0)ug'(0)=(UNA) UV NB)

ou U et V sont des ouverts de X. Or x € f(O) et x € ¢g*(O) donc z € U et z € V et donc
U NV est un ouvert non-vide, voisinage de x. Alors

UNV)N(AUB)=UNV)NAUUNV)NBC (UNA) UV NB)=(fug)*(O)
On a donc trouvé, pour tout voisinage de f (m),_un voisinage de x contenu dans la préimage du
premier. Donc fug est continue aux point z € AN B.

Si x € A~ B et O est un voisinage de f(z) alors (fug)(O) contient f*(O) = U N A pour un U
ouvert de X. Or B est fermé dans X donc UB est encore un ouvert de X qui contient toujours
x. Alors AN (U~ B) = (AU B)N (U~ B) est un ouvert de AU B voisinage de z et contenu dans
f1(O) et donc dans (fug)*(O). Ainsi tout voisinage de f(z) admet un voisinage de = dans sa
préimage. Et donc fug est continue sur A~ B.

On montre, exactement de la méme maniere que fug est continue sur B~ A. Donc fug est
continue sur tout AU B.

Q

Lem ME  Soient A et B deux ouverts disjoints d'un espace topologique X, R et S deux ouverts dis-
joints d’un espace topologique Y et deux homéomorphismes f: A — Ret g: B — S. qui
coincident sur leur intersection et tels que f(ANB) = RN S = g(AN B).
Alors le recollement de f et g est aussi un homéomorphisme fug: AU B — R U S qui
coincide avec f sur A et avec g sur B.

DEMO Par le lemme précédent, on sait que fug est continue.

L’application est surjective puisque V z € RUS onz € Rouz € S et donc f(z) ou g*(x)
existe et est un antécédant de x par f U g.

Elle est injective puisque si 2 # y appartiennent tous deux & A ou tous deux & B alors, en
vertu de linjectivité de f et de g, on a que (f U g)(z) # (f Ug)(y). En outre si z # y avec
v € A~Bety € (B-A) alors (fUg)(z) = f(z) € R~S puisque f1(RNS) = AN B) et
(fUug)(y) = g(y) € S= R puisque g (RN S) = AN B, étant dans deux ensembles disjoints, ces
deux éléments ne peuvent étre égaux.

En outre, on a f': R — Aet g*: S — B deux applications continues en sorte que:

ANB)=RNS ANB= AAR ANB)=RNS
Plans = Glans) =0 = lans) T 2 g'lans
Donc f'ug™ existe et est continu, il est méme 'inverse de fug:
r€Aety=f(z) y € Retx=f'(y)
(fug)(x) =y & {ou & qou < (flugh)y) ==z
x € Bety=g(x) yeSetz=g(y)

On vient donc de montrer que fug est une bijection continue dont I'inverse est continue, il est
donc un homéomorphisme.

Q
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COI’OIICIire Soient (A;);=1..n une famille finie d’ouverts disjoints d’un espace X et (B;);=1.., une
famille finie d’ouverts disjoints d’une espace topologique Y tels que V ¢,5 = 1...n on
alt fila,na, = fila,na, et que fi(A; N Aj) = f;(A;i N A;) alors il existe un recollement
des f; qui sera écrit (ul, f;) Il s’agit d’'un homéomorphisme de U A; sur U™, tel que

(Ui fi) |a, = fi-

DEMO Pour k£ = 1...n, on pose uy: Ui?:lz_zli — U, qui est bien défini puisque les f; coincident
S Ai — fl({L‘)
sur leurs intersections deux a deux. On a déja que u; = f; est un homéomorphisme, supposons

alors, par induction, que u est un homéomorphisme tel que ux|s, = fi; V i = 1...k. Alors:

Sl agnoe a4, = ferlor acna, oF ferila,na, = fil 4na, done fov|a,nun 4, = el 4, non | 4,
De plus:
fk+1 (AkJrl n U?:ogli) = fk (Ui?:ozzlqu U Al) = U;‘:in(lzllH»l N /L) = Bk n Ui»c:lBi
Ainsi, on peut appliquer le lemme précédent pour obtenir que ug41 est un homéomorphisme tel
qu’on le souhaite. Alors u,, est I'homéomorphisme cherché.

Remarque

On pourrait étendre facilement ce résultat a une famille dénombrable, cela exigerait, toutefois, la finitude
locale de la famille des A; et de la famille des B; ce que nous ne pourrons avoir facilement dans notre cas,
le développement ne rentre donc pas dans ce cadre.

Construction

Toute la construction qui suit est tres largement inspirée du Théoreme de Poincarré donné dans le livre de

[Maskit (1988), pp. 68-78] Afin de prouver que le triangle T est bien un domaine fondamental de A(l,m,n),
nous allons assembler des copies de ce triangle a la facon avec laquelle on pense que le plan hyperbolique
est pavé, puis nous allons montrer que c’est assemblage est, localement, puis globalement homéomorphe
au plan hyperbolique. Og obtiendra ainsi un pavage du plan hyperbolique et, par la méme occasion, un

isomorphisme 7: H — A(l,m,n).

Introduisons une relation sur H x T que ’on considere comme le produit de T par I’espace discret H: on
dira que:

x est dans l'intérieur du triangle et g = h (1)
(g,2) ~ (h,y) & x =1y et < x est dans l'intérieur d’une arréte A et hg* € Vy (2)
2 est un sommet et hg' € V, (3)

Vérifions qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence:
réflexive : (g,x) ~ (g,x) puisque = = = et que g = g et puisque 1 est dans Vy et dans V.
symétrique : si (g,x) ~ (h,y) avec (1) alors x =y € T° et g = h donc (1) (h,y) ~ (g, ).

si (g,2) ~ (h,y) avec (2) alors = y est dans l'intérieur d’une arréte A et g*h € V4 donc
h'g € V4 en vertu du sous-groupe et donc (2) ((h,y) ~ (g,x).

transitive : si (g,z) ~ (h,y) et (h,y) ~ (i,2) alors x =y = z. Six € T° alors g = h = i et donc
(g,2) ~ (i,2). Si x est dans l'intérieur d’une arréte A alors g*h € V4 et h'i € V4 donc
g = (g*h)(h'i) € V4 (sous-groupe) et donc (2) (g,x) ~ (i,z). Enfin, si = est un des sommets
alors g'h € V, et h'i € V,, donc (sous-groupe) g'i = (g*h)(h'i) € V; ainsi (3) (g, z) ~ (i, 2).

On appellera alors i I’espace topologique quotient de H x T' par la relation d’équivalence ~. On a donc
une projection de quotient continue surjective et ouverte p: H x T — X.

Grace au morphisme de groupe m: H —=/A(l,m,n), on peut définir g: H x T — D qui est
(9,2) +— [m(9)](z)

donc une application continue. On remarque que I’on a utilisé ici I'inclusion de T' dans D2

On vérifie alors que ¢ passe au quotient modulo ~:

En effet si (g,2) ~ (h,y) avec (1) alors (g,z) = (h,y) donc q(g,z) = q(h,y).
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Si(g,z) ~ (h,y) et x = y est dans l'intérieur d’une arréte alors g*h € V4 donc 7(g* o h) fixe les points de
Act alors q(g,z) = [1(g)] (x) = [(9)] (1(g"h)) (&) = [w(W)] (2) = a(h, z) = a(h, ).

Si(g,z) ~ (h,y) et x = y est un sommet du triangle alors g*h € V,, et donc w(g*h) fixe x, on a ainsi que
a(g.2) = [1(9)] (2) = [7(9)] (7 (g ))(=)) = [w (1)) ().

L’application continue g peut donc passer au quotient modulo ~, on obtient une application continue ¢ de
X dans ID? en sorte que ¢ = G o p.

En définissant encore py: H XT — T comme la projection sur la deuxieme composante, on a une application
continue. On peut alors résumer la situation en le diagramme suivant:

HxT 2 T
l P \? l (inclusion)

X 4 p?

Il va s’agir de montrer maintenant que ¢ est un homéomorphisme local, ceci au moyen des trois lemmes
suivants qui traitent respectivement les cas de voisinages d’un point intérieur aux triangles, sur 'intérieur
d’une arréte ou d’un sommet.

Lem me 2 Soit  un point de Uintérieur de T alors il existe un voisinage U de z tel que pop3(U) est
la réunion disjointe de d’ouverts p({g} x U) en sorte que ¢ restreint & p({g} x U) est un
homéomorphisme arrivant sur une boule de D?.

DEMO Puisque z est dans l'intérieur de T', il existe un rayon 0 en sorte que B(z,d) ne contienne que
des points intérieurs au triangle. On pose U = B(x, ), alors p3(U) = H x U. Un point (g,y) de
H x T tel que y € T° n’est équivalent qu’a lui méme modulo ~ donc p|g«y est une bijection. p
étant ouverte c’est un homéomorphisme.
D’un autre c6té, choisissons g € H alors q|(g1xv = T(g)|v o p2. L’application py restreinte a
un sous-ensemble d’une des copies de T' est un homéomorphisme, par définition, 7r(g) en est
également un donc ¢4} xp est un homéomorphisme dont I'image est 1'image par 'isométrie 7(g)
de la boule U qui est une boule.
Ainsi, pour tout g € H, p|{g1xv et q|{gyxv sont des homéomorphismes et donc:

41
dlp(teyxv) = dligyxv © (Pligyxv)
est un homéomorphisme allant d’un ouvert de X, p({g} x U), sur une boule [7r(¢)](U) de ID*.

Q

Lemme 1 Soit « € T un point se trouvant dans I'intérieur d’une arréte A alors il existe un ouvert U
de T en sorte que p3(U) soit la réunion disjointe d’une famille d’ouverts {Uylg € H} tels

que ¢ restreint & chaque p(Uy) est un homéomorphisme sur une boule de D?

DEMO Puisque x est dans l'intérieur d’'une arréte, on peut trouver ¢ un rayon tel que B(x,0) ne
contienne pas de points des autres arrétes que A. On pose U = B(x,0), donc p3(U) = H x U,
U est I'intersection d’une boule de ID* avec le demi-plan dont le bord est le support de A. Les
points de (g,y) ol y est sur AN U sont équivalents aux points (gB,y) ot B € Vy4, on pose alors

Uy = Upev, {9B} xU
On a bien, en vertu de la topologie quotient que p(Uy,) est une ouvert. De plus, il est clair que
Pl{gByx U est un homéomorphisme pour chaque B € V4 (puisque {gB} x U est contenu dans une
seule copie de T)).
De l'autre c6té, q|igpyxv = T(gB)|u o p2 est, pour les mémes raisons, un homéomorphisme.
Ainsi: qlp(1gByxU) = Gl{gBIxU© (p|{g,3}xU)-1 est un homéomorphisme pour chaque B € V4. De
plus V4 n’est composé que de deux éléments disons B et 1 d’ot, si C=UN A:
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p({gB} x Un{g} xU) = p({g} x C) = p({gB} x C) donc qlp(1gyxc) = dlp({gB}xC)

Et donc ¢({g} x UN{gB} x U) = q({g} x C) = [7(9)](C) qui est exactement l'intersection de
[T(9))(U) avec [m(g)]([m(B)](U)) puisque B est un réflexion autour du support de C' et que U
n’est que U est la demie-boule d’intersection de B(z,d) avec le demi-plan contenant T et limité
par le support de C.

On a donc affaire & deux ouverts p({g} x (UNT®)) et p({gB} x (UNT°)) disjoints de X
avec deux homéomorphismes ql,1g}xv) €t qlp{gB1xv) définis sur I'adhérance de ces ouverts
et qui coincident sur leur intersection et envoye lintersection sur l'intersection de leurs im-
ages des adhérances des ouverts. On a donc rempli les conditions du lemme de recollement des
homéomorphismes qui nous donne un homéomorphisme de Uy = p({g} xU)Up({gB}xU) = p(Uy)
vers la réunion de deux demies-boules découpées de chaque coté de C, qui est donc une boule.

qQ

Lemme O Soit = un sommet de T alors il existe un ouvert U de T tel que p3(U) soit la réunion
disjointe d’une famille d’ouverts {Uy|lg € H} tels que g restreint & chaque U, est un
homéomorphisme arrivant sur une boule de D?.

DEMO On peut trouver un rayon ¢ tel que la boule B(x,d) C T ne coupe aucune autre arréte que
les deux arrétes qui contiennent x. On pose alors U = B(z,0) alors p3(U) est une réunion de
secteurs circulaires. Pour tout g € H, les points de {g} x U sont séparés en trois types: soit
y € T° alors (g,y) n’est équivalent qu’a lui-méme modulo ~; soit y est sur le bord d’une arréte
A alors (g,y) est équivalent & (¢B,y) pour chaque B € Vy, soit, enfin, y est un sommet et donc
(9,y) ~ (¢9B,y) pour chaque B € V.. On pose alors:

Ug = |\JBGVI {gB} x U

D’un c6té g|{gB} x U est un homéomorphisme pour chaque B € V,,, de 'autre coté p|{gB} x U
est un homéomorphisme puisque {gB} x U est contenu dans une seule copie du triangle. Ainsi
(comme précédemment) gl(yp}xy est un homéomorphisme de p({gB} x U) dans ¢({gB} x U)
qui est [m(gB)](U) c’est-a-dire I'intersection de [7(gB)](B(x,d)) avec [m(gB)](£) ou / est 'angle
du triangle au sommet z. Ainsi:
9(Uy) = Upev,a({gB} xU) = [m(9)](B) (z,0) NUpev, [T(B)](£)

Mais, puisque (V) est le groupe engendré par les réflexions dont les axes sont les cotés de
Pangle, on a que Upey, [(B)](£) remplit tout ID®. Par conséquent q(Uy) = [7(9)](B(x,9)).

On montre ensuite que ¢: p(U,) — satisfait aux conditions du corollaire de recollement. On
cherche a recoller ql,gpxu- 1l est clair que, pour B, D € V, on a que p({gB} xU)Np({gD} x U)
est soit le seul sommet = soit l'intersection d’une arréte entiere avec U. Par le lemme 1, on
sait que l'image par ¢ de lintérieur d’une arréte entre deux triangles contigiis p({g} x T) et
p({gC} x T) est exactement l'arréte entre les deux images de ces triangles. De plus, quelque
soit B € Vi, on a que §(p(g,2)) = [7(9)](x) = [7(9))([7(B)](x)) = [x(¢B)](x) = d(p(¢B.))
ainsi donc les restrictions de ¢ & p(¢B x U envoyent l'intersection de 'adhérance de leur domaine
exactement dans l’intersection des images de I’adhérance de ceux-ci. Puisque les restrictions
coincident (par nature), on a trouvé une famille d’homéomorphismes satisfaisant au corollaire
de recollement. On a donc un homéomorphisme depuis Ugcv,p({gB} x U) = p(Uy) qui est un
ouvert de X (en vertu de la topologie quotient) sur q(Uy) = [7(9)](B(x,9)).

Q
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Corollaire  pour tout point = € §(X) on a une boule U de ID* en sorte que §*(U) est la réunion
disjointe d’ouverts {Uy|g € G} en sorte que g|y, est un homéomorphisme.

DEMO En effet, tout point de [(g,y)] de X, y € T alors on a montré qu’il existait un ouvert U de T tel
que p(p3(U)) est la réunion disjointe d’ouverts {Uy|g € G} et tel que ¢(p3(Uy)) = ¢(p(p3(Uy))
est une boule de ID?. et dlp(p1(vy) est un homéomorphisme. Alors p3(U) = H x U contient donc

(g9,y). Ainsi pour tout point ¢([(g,y)]) de Z]V()N() on a trouvé un tel ouvert qui est boule centrée
centrée en ¢([(g,y)]) et une réunion disjointe d’ouverts {Uy|lg € G}, ol G est un sous-ensemble
de H qui contient au moins g, en sorte que g|y, est un homéomorphisme.

Lem ME X est connexe par arc.

DEMO On montre que tout point [(g,z)] de X peut étre reli¢ au point = de Int(T) par un chemin.
Puisque T est connexe par arc, on aura la connexité par arc de X. On a donc geHetzxeT.
Soit Rj...R, l'expression de g sur 'aphabet {L, M, N}. On construit un chemin dans chaque
{R;...Ry} x T par induction:

R,, est un réflexion autour d’une aréte, appelons la A,, il existe alors 7y, un chemin dans I'nt(T)
allant de x € Int(T) jusqu’a un point b, de lintérieur de A; C T. Supposons que i < n et
que 'on a construit 7,41 et b;41 € A;41 C T et construisons alors 7;: R; est une réflexion
autour d’une aréte de T', appelons-la A; et choisissons un point b; dans 'intérieur de cette arréte.
Puisque Int(T) est connexe, il existe un chemin allant de b; 1 & b;, ce sera le chemin ;.
Remarquons alors que, puisque b; € A; on a que R;(b;) = b; donc (Riy1.. . Ry, b;) ~ (R;. .. Ry, b;)
ainsi le début d’un chemin ¢ — [(R;...Ry,V:(t))] est la fin du chemin ¢ — [(Rit1...Rn, Vit1(t))]
on peut donc “appondre” les chemins ¢ +— [(Rit1...Rn,V:i(t))] pour donner un chemin continu
entre z et [(R1...Rn, )] = [(g9,2)].

Q

CorO“C“re ¢ est un revétement de X sur D% Ainsi, puisque D? est simplement connexe et que X
> A(l,m,n) est un isomor-

est connexe, il s’agit d’'un homéomorphisme. Alors 7: H
phisme de groupe et 1'on obtient que: A(l,m,n) admet la présentation:
<L,M,N|L? =M?=N?=(LM)* = (LN)™ = (MN) =1 >

Et le triangle est bien un domaine fondamental de Z(l, m,n).

DEMO On sait, d’apres le corollaire précédent, que ¢ est un revétement de X sur qx ) C ID%. 11 suffit
donc de montrer que g est surjective.
Pour cela munissons X de la métrique riemannienne déduite de D? par ¢, ainsi ¢ sera une
isométrie locale. Notons d la distance associée a cette métrique.
On remarque qu’avec cette métrique, toutes les applications t5: [(g,2)] — [(hg,z)] pour h € H
sont des isométries puisque qot, = [(h)]oq. {1} x T est clairement un domaine fondamental de
cette action, de plus T" en est le quotient puisque les ¢, ne changent pas la seconde composante
d’un élément de X. On a alors que, VY [(g,2)],[(h,y)] € X, d([(g,2)],[(h,y)]) > d(z,y). Ce qui

nous prouve également que X est complet puisque T D'est.

Alors, on peut prolonger a l'infini toute géodésique de X et la projection de toute géodésique
par g est également une géodésique (isométrie locale). De plus, par isométrie locale encore, une
géodésique de D? peut étre relevée localement, son relevé sera une géodésique X qui se prolonge
a l'infini et dont la projection coincidera avec la premlere Donc les géodésiques de 'ouvert q(X )
se prolongent & l'infini et donc, par Hopf-Rinow, q(X ) est complet. On en déduit que q(X ) est
un ouvert complet de ID?, donc un ouvert fermé de ID*, ainsi §(X) est tout ID*.
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On a donc montré que ¢ est surjective ce qui 1mphque que ¢ est un revétement de X sur ID*.
Mais ID? est simplement connexe par conséquent X est simplement connexe et donc la fibre de
chaque point de ce revétement est réduit a un point. Donc g est une isométrie locale bijective, il
est donc une isométrie de X dans D%

Puisque {1} x T est un domaine fondamental de 1’action des ¢, et puisque 7(g)(q({1} x T)) =
d({g} x 1))

puisqu’on a bijection entre le groupe et les images du domaine fondamental et puisque 7' possede
trois points en position générale:

m(g) =m(h) & [T(g)(T) = [m(W)|(T) < q([{g} xT]) =q({n} xT]) = g=h
Ainsi est un morphisme injectif, on sait qu'il est surjectif, c’est donc un isomorphisme et donc
w(H) = A(l,m,n) admet g([{1} x T]) = T comme domaine fondamental.

Q

Théoreme  Soient a, b et ¢ les sommets d'un triangle dont Pangle en a est T, angle en b est T et
I’angle en c est % Soient L la réflexion dont l’axe est le support de [b, ¢], M la réflexion
dont 'axe est le support de [a, c] et N la réflexion dont I’axe est le support de [a, b]. Alors

le groupe A(l,m,n) engendré par L, M et N est un groupe discontinu d’isométries de
D qui admet le triangle dont les sommets sont a, b et ¢ comme domaine fondamental et
qui admet la présentation suivante:

< L,M,N|L?* = M? = N? = (LM)" = (LN)™ = (MN)! =

DEMO 1l ne s’agit que d’un résumé de toute la construction que nous venons de faire depuis le début
du chapitre.

Lemme Soit I" un sous-groupe d’indice fini d’un groupe Fuchsien G, on peut donc trouver une famille
finie Tr = {a1,...,a,} C G contenant un et un seul représentant de chaque classe modulo I’
(une transversale de Schreier). Alors si @ est un domaine fondamental de G , ’ensemble :

0= U 4(Q)

est un domaine fondamental pour I'.

DEMO On montre que les images de O par I’action de I' remplissent ID? sans se chevaucher :
Remplissage : soit un point p € H? alors (quadrilatere fondamental) il existe ¢ € G en sorte
que ¥(Q) > p. Mais alors (transversale) je peut trouver a; € Tr et v € T telles que ¥ = yo a;
et done p € %(Q) = (:(@)) < 7(0).

Non-chevauchement : Soit p € ¥(O) N p(O) alors je peut trouver «; et a; € T'r en sorte que
p € poai(Q)Nroa;(Q).

(i) peInt(poai(Q)) = p=v
En effet, on a sous cette hypothese : af o u? (p) € I nt(Q), appelons r ce point; de plus

ot ov'(p) € Q. Alors aj ov' oy = v € Int(Q) +—— o ov'(p) € Q donc cette
transformation, qui est dans G envoie un point de l'intérieur du domaine fondamental vers
un point du domaine fondamental, elle est donc forcément égale a 1'identité. Et alors :

ajoviopor; =1 <= ajoa;=viop €' = a,=a; = viop=1=v=yp
(ii) v # p alors p € 00O

En vertu de (i), p € 9 (no i(Q)) et p € 8 (v o o;(Q)). B
Primo, chaque voisinage de p contient p qui est un point de o ;(Q) C u(O).
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Et puisque p € 0 (1/ o (Q))7 chaque voisinage de p contient un point de Int (1/ o (Q))
Mais un tel point n’est pas dans p(O) puisque p # v et puisque nous avons montré en (i) qu’un
point de lintérieur d’un quadrilatere ne pouvait appartenir qu’a une seule image de O. En
résumé, chaque voisinage de p contient un point de ©(O) et un point qui n’est pas dans p(O)
donc p est dans le bord de p(O).
Q

COfOllOire Le sous-groupe T'(I,m,n) de A(l,m, n) composé des transformations préservant I’orien-

tation est un sous-groupe d’indice 2 dans A(l,m,n). Abstraitement, il est composé de
tous les mots de longueurs paires et il admet la présentation:
<A B|A" = (AB)" =B =1 >

Son domaine fondamental est une réunion de deux triangles fondamentaux de A(l,m,n)
qui ne sont pas 'image 1'un de 'autre par un élément de T'(I, m, n).

DEMO 1l est clair que h est un mot de longueur paire si et seulement si (k) est une transformation
préservant 'orientation. En posant A = LM et B = M N on obtient bien que tous les mots de
longueurs paires puisque:

LM=A LN=AB MN=B ML= (LM)*=A"
NL=(LN)*=(AB)*=B*A* NM =(MN)'=B"
En outre les relations sont vérifiées puisque A = LM donc A™ = (LM)™ =1, B = M N donc
B! = (MN) = 1et LN = AB d’ott (AB)™ = (LN)™ = 1 et ce sont I toutes les relations
possibles pour des mots de longueurs paires.

Le fait que le domaine fondamental soit la réunion de deux triangles non-conjugués découle du
lemme précédent.
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Theoreme d’Hurwitz

Dans ce chapitre nous allons prouver le théoreme d’Hurwitz qui dit que toute surface hyperbolique compacte
de genre g > 2 ne peut avoir plus de 84 - (g — 1) isométries. Nous allons donc étudier ’ensemble des surfaces
hyperboliques; pour ce, il convient de définir ce dont il s’agit et de citer les théorémes que nous accepterons
sans preuve.
Définition
Soit S un espace topologique et (U, ¥;)icr une famille de couples tels que U; est un ouvert de S, ©; est un
homéomorphisme de U; sur un ouvert ©;(U;) de D?. Supposons en outre que:

(1) (Ui)ier est un recouvrement de S.

(i) Si Us NU; # 0 alors (@s|v,nu,) © (@

. . . 2
préservant 1’orientation de ID”.

v.nu;)" est la restiction a ;(U; N U;) d'une isométrie

On appellera alors (Ui, ©;)ier un atlas hyperbolique de S, par suite, S munie de cet atlas, sera appelée
une surface hyperbolique .

Un sous-groupe F' de I'ensemble M™ des transformations de Moebius préservant 'orientation de D? est
appelé un groupe fuchsien si F' est discontinu et est finiment engendré.

Theoreme Soit S une surface hyperbolique alors le revétement universel de S est isométrique a
ID?. Ce qui revient a dire que S est le quotient de D par un groupe d’isométries de D?
agissant librement et discontitiment sur D?.

COfOllOIre Soit S une surface hyperbolique compacte alors la surface est de genre deux au moins et
le groupe des transformations de revétement du revétement universel de S est un groupe
fuchsien.

DEMO En effet, le groupe des transformations de revétement d’'un revétement universel est isomorphe
au groupe fondamental de S. Or le groupe fondamental d’une surface compacte est finiment
engendré. De plus la surface est forcément orientée, sinon le groupe des transformations de
revétement contiendrait une isométrie de ID? qui renverserait son orientation; et les seules telles
isométries sont les réflexions autour des droites hyperboliques qui fixent les points des droites;
I’action des transformations de revétement ne serait donc pas libre et la surface ne serait pas lisse
partout. Donc S est orientée et les transformations de revétement préservent toutes ’orientation.
Elles forment donc un groupe fuchsien.

Q
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Théoréme de Fricke  soit F un groupe fuchsien alors il existe un n-uplet (eq, ..., e,) d’entiers
> 2 tels que n > 2 (éventuellent oo et un entier g > 0 et un ensemble
n+ 2g générateurs de F {c1,...,¢n,a1,...,a4,01,...,bg} (ou{ci,...,c}
si ¢ = 0) en sorte que F' admet la présentation:

e 11— 11~
< el Gy A1,y gy by, byleft = = e = (e1n e ) (a1b1at by - agbyalby) =

Ou les a; et b; sont des hyperboliques, les ¢; sont paraboliques ou ellip-

tiques et l’entier g est le genre de la surface quotient (surface topologique

seulement). De plus le domaine fondamental de F' est d’aire:

"1
omp(F) = 27 <n +2-(g—1) ; ei)

Afin de prouver le théoreme d’Hurwitz, nous allons montrer que le groupe triangulaire 7'(2,3,7) est le
groupe Fuchsien possédant la plus petite aire du domaine fondamental. Pour cela, on considére tous les
couples ((e1,...,€,),9g) la fonction p(F) décrite ci-dessous. La preuve donnée ci-dessous est inspirée du livre
[Burnside (1955), N° 290).
Il faudra ensuite montrer que tout groupe d’isométrie d’une surface de genre g > 2 n’admet qu’un nombre
fini d’isométries, pour cela on se basera sur un extrait du livre [Zieschang (1981), pp 41-42)].

Lemme  Parmi tous les couples ((e1,...,en),g) avec ey, ..., e, des entiers > 2 (éventuellement co) et
g un entier > 0, la fonction

n

1
€1,...,€ =n-+2- —
(e en)sg) = DEDIF
Atteint son minimum strictement positif avec 4((2,3,7),0) =1 — 5 — £ — 4+ = ;5 et lui seul.
DEMO Puisque 'ordre des e; n’importe pas, on peut les supposer écrits dans un ordre croissant, cela
nous facilitera la mise en cas. De plus, on remarque que pour ((eg,...,e,),9) et ((di,...,dy),g)

avec ey > dji, pour un k alors e; > d; et donc —i, > —% pour j > k alors:
.7

n

1
wiler,...en),g) =n+2-(g—1) Ze——Z—>n+2 —1) — ZE:M((dl,...,dn),g)
- 4 ok G itl "
Observons alors que, si g > 2 on a, puisque e; > 2, que:

pllers. . en),9) 2 ((2,..,2),9) =n+2-5 =245 =2

De méme, on observe que, si g = 1, on a fi((e1,...,en),g9) 2 n — 5 = 5 qui vaut 0 sin =0, et
est > % sin#0.
Ainsi, §’il existe un minimum strictement positif de p il est tel que ¢ = 0. Dans ce cas,

w((2,..,2),0)=n—2-2="2_2

Sin > 5 alors on a que fi((e1,...,e,),0) > p((2,...,2),0) =2 —-2> 3 —
Sin=4onaque (1((2,2,2,2),0) = 5 —2=0et que (4((2,2,2,3),0) = é
Alinsi, puisque toutes les bornes obtenues sont supérieures a ,u(( 3,7),0), un minimum stricte-
ment positif de p n’est possible que sur un couple du type ((ey, ez, 63) 0) et dans ce cas:

II,L((€1,€2763),0):3—2—6—11—L—LZI—L—L—L

€2 €3 €1 €2 €3

NI

En premier, on a toujours que (((2,2,k),0) =1 — % — % < 7116 qui est toujours négatif. Ainsi,

si 'on a trouvé le plus petit k tel que ((2,3,k),0) est strictement positif, on aura trouvé une
minimum puisque V ((e1,e2,e3),0) on a:

p((er,ea,e3),0) >0 = e3 > 2et eg > ez >3 donc i((e1,e2,e3),0) > pu((2,3,e3),0) > 1((2,3,k),0)
Le minimum est unique puisque 1’égalité impliquerait que

1= 55— & =m(23),0) = u((2,3,k),0) =1~ § — 5 — L ie k=e

( 5
. . 1 1 1 1 1
Elle implique, en outre que 1_5_5_?3 = ((e1,e2,e3),0) = 1((2,3,e3),0) = l-5-35-—4-
Ce qui revient a dire que % = % — % = % d’ou €7 = 55;36, Mais z — f(x) = 5556 est
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décroissante et f(3) = % =2donc es >3 = e3 < 2. Alors on a forcément es < 3 ainsi,
puisque es ne peut étre 2, d’ott ea = 3 et e1 = f(ea) = 2.
On vient donc de montrer que si k est le plus petit entier tel que (((2,3,k),0) est positif, alors
1((2,3,k),0) est le minimum strictement positif des p((e1,ez,e3),0) et que si p((e1, ez, e3),0)
est cette valeur minimum alors (e1, e2,e3) = (2,3, k). Donc p((2,3,%),0) est 'unique minimum
strictement positif de p((ey, ez, e3),0)
Il reste a trouver k, on a que:
:u’((27373)a0) =1- % <0 ,LL((2,3,4),0) =1- % <0 M((273a5)70) =1- g_(lj <0
1((2,3,6),0)=1-%=0 p((23,7),0)=1— 2146 — L
Ainsi 1((2,3,7),0) = 45 est le minimum des p((e1,e2,€e3),0) et donc, puisque les bornes de
trouvées pour les autres cas que g =0et n =3
Q

Corollaire e groupe triangulaire 7'(2, 3, 7) est le groupe fuchsien ayant la plus petite aire du domaine
fondamental, % = ;T—l De plus, si F' est un groupe fuchsien qui a la méme aire du domaine
fondamental, alors, en vertu de I'unicité du minumum démontrée ci-dessus, la signature
de F est la méme que celle de T'(2,3,7) et donc (Fricke) F est isomorphe & T'(2,3,7).

CLAIR

Lem ME  Dans un espace métrique quelconque X, soient {s;|i € IN} une suite d’isométries de X dans
X et x #y € X tels que s,(z)——y
n—oo

Alors il existe une sous-suite {s,)|¢ € IN} des s; telle que:

S}in O Sk,iy (.T) et (S}in O Skpiq )‘1 (.’I,‘)—> €T

n—oo

. De plus, s'il existe point p de X telle que s,,(p)———p, alors on a toujours sj o s, (p)
n—oo
et (S-Iin © skn+1)-1(p) D-
n—oo

DEMO Appelons d la fonction de distance de cet espace X. On pose k3 = 1 et l'on construit la suite
des k; par induction: une fois k; construit, soit €; = H% Alors on peut trouver, en vertu de la

convergence, N; > k; tel que k > N; = d(y, sk,,, (z)) < &;. On aura alors que:
i1 O Sk, (:L')) = d(ski (x)v Skit1 ({E)) < d(ski+1 (x)vy) =+ d(Skl (1')73/) < % + 14% =2

Puisque cette fonction tend vers 0 lorsque i tend vers oo, la suite s3 o sg,,, () converge vers z.

d(.’E, 8}; O Skiy1 (1’)) = d(iL’, 5-]1

Enfin, si la suite s;(p) converge vers p, on a pour tout € > 0 qu’il existe un N € IN tel que:
V j > N d(p,s,(p)) < 5 alors:
d(pv s-liiﬂ O Sk; (p)) = d(p, S_I;- O Skitq (p)) = d(Ski (p)a Skiy1 (p)) < d(ski (p)vp) + d(SkHl (p)’p) <é&
D’ott la convergence de sj, o sg,,,(p) et (s o sk,,,)"(p) vers p.

Q

Lemme  soit ¢ un groupe fuchsien dont la surface quotient est compacte et soit H un groupe
d’isométries de ID? telle que G < H alors G est d’indice fini dans H et donc, H est fuch-
sien.

DEMO Appelons D le domaine fondamental de G qui est compact puisque la surface D? / G lest. De

plus, puisque le quotient de ID? de G est compact, il est donc une surface de genre > 2 alors, par le
théoreme de Fricke, G contient au moins deux éléments hyperboliques, disons r et s. Choisissons
un point x dans 'intérieur de D et une boule B entierement contenue dans l'intérieur de D.

Supposons que G n’est pas d’indice fini dans H alors on peut trouver une suite a; d’isométries
de H telles que Ga; NGa; =0 V i # j. Puisque D est un domaine fondamental de G, je peux
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pour chaque ¢, trouver une isométrie g; telle que g; oa;(z) € D. Or D est compact, il existe donc
une sous-suite g, o ax, (z) convergeant vers un point xo de D.

Alors soit il y a une sous-suite h; de la suite des g, o ag, telle que hj(z) = zo pour les j > N,
alors la suite hj o hjy1(z) tend vers z. Soit il y a une infinité de j tels que gi, o ax,(z) # zo. Le
lemme précédent nous donne alors une sous-suite h; de la suite des gi, o ax, telle que hjohjy1(z)
tend vers x. De plus il est clair que Gg; 0 a; = Ga; N Ga; = Ggjoa; V i,j, en particulier
GhiNGh; =0 ¥ i,j ce quirevient a hj o hj11G NG = donc h} o hjyy # Id.

Prenons alors r une transformation hyperbolique de G et soit y = r(x). Puisque l'on a pour
tout j d(hj o hj1(z), hj o hjt1(y)) = d(x,y), et puisque la suite des hj o hji1(z) reste dans un
compact, la suite des h} o hj+1(y) reste dans un compact et donc on peut extraire une sous-suite
d’isométries cx = hj, ohj, 41 telles que ¢y (y) converge vers un yo. Le lemme ci-dessus nous permet
donc de donner Pexistance d’une sous-suite d; = ¢, telle que dj odj41(y) — y et di0d (y) — v,
de méme que d; odj11(x) — et dj | odi(x) — x. Appelons e; = d} odyy1.

Prenons alors s, ’autre transformation hyperbolique des générateurs de G donnée par le théoreme
de Fricke. On pose z = s(z). Par le méme argument que précédemment, les e;(x) restent dans
un compact et il existe une sous suite f,, = e;, qui converge vers un point zo. Ainsi le lemme
nous dit qu’il existe g, = fy,, une sous-suite telle que g} o g,+1 fait tendre z vers z, y = r(z)
vers y et z = s(x) vers z, de méme que son inverse g, | © gn-

On a clairement que g, orog,, fait converger x vers y et donc, il existe un L € IN tel que V n > L
les g3t o1 o gn(x) sont dans r(U) ouvert contenu dans l'intérieur de I'image par r de D. Puisque
G < H et que D est un domaine fondamental, on peut dire que ¢} or o g, = ¢. D’ou les g, sont
hyperbolique le long du méme axe que r, pour n > L.

De méme, on a clairement que g, o s o g, fait converger x vers z, les mémes arguments nous
amenenent a dire qu’il existe un N > L tel que V n > N on a que g, oso g, = s. Dol les g,
sont hyperbolique le long du méme axe que s.

Mais les axes de s et r sont distincts sinon G contiendrait le conjugué d’un groupe d’homothétie
de la forme {z — a? - b?|p,q € Z} ol a et b sont deux réels distincts. Or ce groupe n’est pas du
tout discontinu. Absurdité !

Donc G est d’indice fini dans H et donc H est également finiment engendré, c’est donc un groupe
fuchsien.

Théoréme d"HUrwitz = Soit S une surface hyperbolique comacte de genre g alors le groupe des
isométries de S ne peut avoir plus de 84 - (¢ — 1) isométries. Et ce
maximum est atteint si et seulement si le groupe des isométries est un
quotient fini de T'(2,3,7). On parlera alors de groupe d’Hurwitz .

DEMO Puisque S est une surface hyperbolique compacte, on sait par le corollaire premier qu’elle est
le quotient de D par I'action d’un groupe fuchsien I'. On sait par le chapitre précédent que le
groupe Iso(S) des isométries de S est alors isomorphe & N(I) / [". Le lemme précédent nous dit
que puisque N(I") > I, le groupe I est d’indice fini dans N(I") donc que N(F)/[’ est fini.

Ce lemme nous dit aussi que N (I") est un groupe fuchsien, il admet donc un domaine fondamental
D. Son aire est donnée par le théoreme de Fricke. Le dernier corollaire montré nous donne alors
que cette aire ne peut pas étre inférieure a ;T—l Avec égalité si et seulement si la signature
de N(I") est la méme que celle de T/(2,3,7), or deux groupes sont isomorphes s’ils ont méme
signature, on a donc égalité des aires si et seulement si N(I") est 7°(2,3,7).

De l'autre coté, I'aire du domaine fondamental de I est exactement 1’aire de S; Gauss-Bonnet
nous donne 'aire de S en fonction de son genre: Aire(S) =4m- (g —1).

En résumé, on a Aire(S) > 74 avec égalité < N(I') =~ T(2,3,7) et donc:
_ Aire(S) < am-(g—1)

~ Aire(D) — o

Card(Iso(S)) = [I": N(I")] =84-(9—1)
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PSL2(|F7> est un groupe d’'Hurwitz

Le but de ce chapitre final est de montrer un groupe d’Hurwitz. C’est PSL; (IF7) que nous allons réaliser
comme groupe d’Hurwitz. On rappelle, du chapitre 3 que 1'on a que PSL; (IF7) admet la présentation:

PSLy (F7) =2 <7, i|t> = (T1)} =77 = (T31)* =1 >
On a, deés lors un morphisme surjectif p du groupe libre < T, ¢ > vers PSLs (F7) qui fait que PSLs (F7) est le

quotient du groupe libre par le plus petit sous-groupe normal contenant les relateurs.
Or on a vu au chapitre des groupes triangulaires qu'un groupe T'({, m,n) admet un présentation:

T(l,m,n) =< A, B|A" = (AB)™ = B! =1 >
En particulier le groupe T'(2,3,7) admet la présentation:
<TP =T =7"=1>

On obtient donc un morphisme surjectif m: T'(2,3,7) ——PSL; (F7). Appelons I le noyau de ce mor-
phisme. Alors 7'(2,3,7) /I est isomorphe & PSL; (F7). Puisque I” est inclu dans le groupe fuchsien T'(2,3,7),
il est clair que I est fuchsien lui méme. On commence par montrer que I agit sans points fixes et qu’il est
de domaine fondamental compact. Le quotient de D? par I est alors une surface hyperbolique compacte.
On montrera alors que PSL; (IF7) est exactement le groupe des isométries de cette surface.

PI’OpOSITIOh I agit librement sur ID?,

DEMO La preuve s’appuie sur le lemme suivant qui est extrait de Magnus (Non-Euclidean Tessalations
and their Groups, Theorem 2.10):

Lem me Tout élément d’ordre fini d'un T'(I,m,n) est le conjugué d’une des puissances de
T, L OU TL.

DEMO Supposons qu'’il existe une transformation ¢ non-triviale d’ordre fini dans T'(, m, n). Puisque

¢ est une transformation de Maebius, elle a exactement un point fixe p.

Or, si @ est le nom du quadrilatere fondamental de T'(I,m,n), il existe une tranformation

Y € T(l,m,n) qui ameéne p dans Q. Mais alors § = 1) o ¢ o ¢ fixe r = 1) (p).
Supposons que 7 est a lintérieur de @, alors celui-ci contiendrait un point et son image par
une transformation non triviale de T'(I,m,n). Absurdité !Donc r est dans le bord de @ et 6
applique @ sur un des quadrilatéres ayant un sommet en commun avec ). Mais il n’y qu’'une
telle transformation, donc 6 doit étre une des puissances des “rotations” autour d’un sommet,
c’est-a-dire étre 7, ¢, 7t ou v7 = 7'(7)T. On a donc que ¢ est conjuguée par ¢ a 'une des
puissances de 7, ¢ ou Tt.

Q

Remarquons, ensuite, que, par la projection de quotient 7: T'(2,3,7) ——=G, les éléments 7, ¢
et 71 sont envoyés sur des éléments de méme ordre : on a montré dans le lemme machinal que
7(7) et w(1) ne sont pas triviaux, sachant que 7(7)” = 7(1)2 = 1 et que 2 et 7 sont des premiers,
on ne peut que conclure que leurs ordres respectifs sont bien 7 et 2. Enfin, 7(7¢) est d’un ordre
divisant 3, donc soit 1, soit 3. Mais 7(7¢) n’est pas d’ordre 1 car sinon (1) = 7(¢)* = 7(¢) et
donc 1 =7(7)" = 7(1)” = (1) ainsi G serait trivial. Absurdité !
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Puisque ces ordres sont des premiers, cette propriété d’étre envoyé sur un élément du méme ordre
s’étend aux puissances de 7, ¢ ou 7, et donc aussi a leurs conjugués. Ainsi donc, si ¢ est un

élément d’ordre fini de T'(2,3,7), il est envoyé par 7 sur un élément du méme ordre.
Or tout élément de T' est envoyé par 7 sur 1, élément d’ordre 1, donc les éléments de I' ne sont

pas d’ordre fini, ils n’ont ainsi pas de point fixe.

Corollaire L’espace topologique S = |D2/F est une surface et la projection I1: D? ﬂlDQ/F est un

revétement universel de S.
CLAIR
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I" est d’indice fini n = 168, on peut donc trouver une famille finie
Tr ={ay,...,an} C T(2,3,7) contenant un unique représentant
de chaque classe modulo I" (une transversale de Schreier). Alors si
Q est le quadrilatere fondamental de 7'(2,3,7), 'ensemble:

0=U, ai(@)
est un domaine fondamental pour I'. Une réalisation sympathique
de celui-ci est donnée dans la ci-contre extraite de [Klein et Fricke,

1890, p. 370].

Domaine fondamental

DEMO On montre que les images de O par I’action de I' remplissent ID? sans se chevaucher
Remplissage : soit un point p € ID* alors (quadrilatére fondamental) il existe ¢ € T(2,3,7)

en sorte que ¥(Q) > p. Mais alors (transversale) je peux trouver a; € Tr et v € T telles que

1) =70 a; et done p € P(Q) =7 (a:(Q)) C~(0).
Non-chevauchement : Soit p € ¥(O) N p(O) alors je peut trouver o; et a; € T'r en sorte que

pEpoa;(Q)Nvoa;(Q).
(i) pelnt(po(Q) = n=v
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En effet, on a sous cette hypothese : ajou™(p) € Int(Q), appelons r ce point; de plus oo
v'(p) € Q. Alors o ovopa; = 1 € Int(Q) +— aj ov’(p) € Q donc cette transformation,
qui est dans T'(2,3,7) envoie un point de l'intérieur du domaine fondamental vers un point
du domaine fondamental, elle est donc forcément égale a 'identité. Et alors :

ajoviopoa; =1 <= ajoa;=viop €' = a;=a; = viou=1= v=yp

j
(ii) v # p alors p € 0O

En vertu de (i), p € 9 (no i (Q)) et p € 8 (v o o;(Q)).

Primo, chaque voisinage de p contient p qui est un point de p o a;(Q) C u(O).

Et puisque p € 0 (1/ o (Q))7 chaque voisinage de p contient un point de Int (1/ o a; (Q))
Mais un tel point n’est pas dans p(O) puisque p # v et puisque nous avons montré en (i) qu'un
point de lintérieur d’un quadrilatére ne pouvait appartenir qu’a une seule image de O. En
résumé, chaque voisinage de p contient un point de ©(O) et un point qui n’est pas dans p(O)
donc p est dans le bord de p(O).

Q

Com pCICITe On a donc trouvé un domaine O qui est une réunion finie de compacts et qui, en image
par la projection IT: D? >S5 est tout S donc notre surface est compacte. En outre,
elle est orientable puisque I' ¢ M.

CLAIR

COFOllCIIre Puisque T est exactement d’indice 168 dans T'(2,3,7), le domaine fondamental O obtenu
dans la proposition contient 168 quadrilateres distincts et donc S est d’aire 168 fois ’aire
d’un quadrilatere. Or, selon la description T'(2, 3,7) ce quadrilatére est la réunion de deux
triangles ayant chacun les angles au sommet 7, 3 et Z. On obtient donc :

Aire(S) = 168 - Aire(Q) = 168-2:(1— 5 — % — T)=168.2.(42r=21r—lr_ldr—67) 1689 x _ 1687 = §.

Gauss-Bonnet nous permet alors de calculer le genre de cette surface:
4.-m-(g—1)=Aire(S)=8-mdotg—1=21ie g=3
CLAIR

Fin0| On se rappelle, par le paragraphe sur les isométries d’un quotient que 'on a Iso(S) = N(F)/F
ott N(I') est le normalisateur de I" dans M*. Or I est un noyau de morphisme, donc il est
normal dans 7'(2,3,7) ce qui veut dire que 7(2,3,7) C N(I'). Ainsi PSL; (F7) s’injecte dans
N(F)/[’ = Iso(S)

D’autre part on sait depuis le chapitre 3, que PSL; (F7) a exactement 168 éléments. Enfin, le
théoréme d’Hurwitz nous affirme que N(F)/[’ = Iso(S) n’a pas plus de 84 - (¢ — 1) = 168
isométries.

On peut donc conclure que Iso(S) = N(I) / [ a exactement 168 isométries et que l’injection

PSL, (F7) — N (I / [ est un isomorphisme de groupe, ainsi, par Hurwitz encore, Iso(S) est un
quotient de T'(2,3,7), ce qui revient a dire que N(I") = T(2,3,7).

On a donc réalisé PSLy (F7) comme groupe d’Hurwitz puisque son ordre atteint la borne du
théoreme d’Hurwitz.
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Chapitre VI

Réalisation

Le propos de ce chapitre est d’utiliser ce que nous avons construit pour réaliser matériellement la surface de
genre 3 et le pavage que nous avons décrit au chapitre précédent. Nous avons dit au chapitre des Graphes de
Cayley que de tels graphes permettaient de donner une “idée géométrique” du groupe, nous allons justement
établir un lien entre le graphe de Cayley d’'un groupe agissant par isométries sur une variété riemannienne
et le pavage que ce groupe forme par déplacement de son domaine fondamental.

Les conclusions obtenues apparaissent comme des banalités dans la téte de tout un chacun, nous avons
préféré les démontrer tout de méme puisque nous les utiliserons ensuite pour notre réalisation.

Cadre
Soit S une surface de Riemann connexe et, appelons polygone de S tout ensemble qui est ’adhérence d’un
ouvert non vide et dont le bord est une réunion de segments géodésiques, on appellera alors _sommet de ce
polygone toute intersection de deux segments et cdté de ce polygone, un segment géodésique joignant un
sommet a une autre.
Soit alors G < Iso(S) admettant un polygone d qui n’a qu’un nombre fini de sommets (et donc de cotés)
comme domaine fondamental.
e on appellera pavage , et on notera P 'ensemble des images de d par les éléments de G, une image
sera appelée un pavé .
e on dira d’une isométrie g de G qu’elle est une transformation vicinale si d et g(d) sont des pavés
voisins , c'est-a-dire si d N g(d) est un c6té commun des polygones d et g(d).
Remarquons que V' = V puisque si g € V alors d N g(d) est un c6té des polygones d et g(d) alors
g (dNg(d) = g*(d)Nd = dnN g*(d) qui est un coté des polygones ¢g*(d) et d donc g* est une
transformation vicinale.

Lemme  on aune bijection b: P — G caractérisée par b(p)(d) =p V p€ P

DEMO Par définition, d est tel que V x € S og € G tel que g*(z) € d et tel que g(d) Nd C dd si
g # lds.
Posons ¢: G — P qui envoie g — g(d). Puisque P est définie comme l’ensemble des images
de d par les éléments de GG, on peut dire que c¢ est surjective.
Injection: si g(d) = h(d) alors g(Int(d)) = h(Int(d)) et donc g o h*(Int(d)) N Int(d) # ® d’ou
gh' = Idg i.e. g =h.
Donc ¢ est bijective, on pose alors b = ¢' qui est bien une bijection.

Q

PrOpOSiTiOﬂ L’ensemble V' des transformations vicinales engendre le groupe G.

DEMO Puisque ’ensemble des sommets des pavés forme un ensemble fermé discret, son complémentaire
est un ouvert connexe.
Soit g € G et p = b*(g), prenons x € Int(p). Nous pouvons alors joindre = & g*(x) par un chemin
7 n’intersectant aucun sommet. Donc 7y n’intersectera que des intérieurs de pavés et des cotés.

Appelons py, ..., p, la suite des pavés que le chemin croise. S’il n’y en a qu'un alors p = d et
donc g = Idg.
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Dans les autres cas, appelons g; la transformation b(p;y1) o b(p;)* pour i = 1,...,m — 1. Alors
9i(pi) = b(pit1) 0 b(p;)* (pi) = b(pi+1)(d) = pi+1. Donc g; apporte p; sur p; 41 or p; est voisin de
Pi+1 puisque 7Y ne peut rencontrer que le c6té commun en passant de p; a p;4+1, appelons-le c.
On a donc:

gi(pi) Npi = c = b(p:i)* o gi(pi) Nb(pi)* (pi) = b(pi)*(c) == b(pi)* 0 giob(pi)(d) Nd = b(pi)*(c)
Alors b(p;)*(c) est un c6té commun de d et de b(p;)* o g o b(p;)(d) donc:

b(pi)* o gob(pi) = b(pi)* 0 b(piy1) o b(pi)* o b(p:i) = b(p:i)* © b(pit1)
est une transformation vicinale, appelons-1a h; (i =1,...,m — 1).
Il est clair que p,, = d, donc b(p1) = 1, de méme, il est clair que p,, = p donc b(p,,,) = g. De
plus, on observe que, pour chaque i < m — 1:

i © git1 = b(pi)* 0 b(piy1) 0 b(pit1)* © b(pit2) = b(p:i)* © b(pit2)

Par conséquent hio...oh,_1 = b(p1)*ob(py) = g. On vient d’exprimer un élément quelconque g

de G comme produit de transformations vicinales, ainsi ’ensemble des transformations vicinales
engendre G.

Q

Définition
Etant donné le pavage P, on définit le graphe de proximité du pavage P, noté R(P,S), comme le graphe
défini comme suit:

e P est 'ensemble des sommets.

e L’ensemble Vois(P) des arrétes est U'ensemble {(p,q) € P x P|p est voisin de ¢}

e L’incidence est: €gr(p,q) = (p,q) et Uinverse: tr(p,q) = (q,p) qui est bien une arréte puisque si p
est voisin de ¢ alors, par définition, ¢ est voisin de p.

PrOpOSiTion Le graphe de Cayley C(G,V) est isomorphe a R(P, S).

DEMO La bijection des sommets est donnée par la bijection du pavage: b: P — G.

L’application [ des arrétes se définit comme suit. Si p € P est voisin de g € P alors b(p)*(p) = d
est voisin de b(p)*(¢) donc donc il existe v(p,q) € V tel que v(p,q)(d) = b(p)*(¢) (en fait
v(p,q) = b(q)* ob(p). On pose alors:

B: (p,q) — (b(p),v(p, q))

3 est injective puisque B(p,q) = (b(p),v(p,q)) = (b{),v(p',q")) = B, ¢') alors p = p’ et
b(g)* ob(p) = b(q')* o b(p’) ainsi b(q) = b(q’) donc ¢ = ¢'.

[ est surjective: soit (g,v) une aréte de C(G, X) alors g(d) et gov(d) sont deux pavés voisins
puisque d et v(d) le sont donc (g(d), g o v(d)) est une arréte du graphe du proximité, de plus:

B(g(d), g o v(d) = (b(g(d)),v(g(d), g o v(d)) = (b(g(d)),b(g(d))* 0 b(g o v(d))) = (g:9" 0 gov) = (g,v)
Il reste & vérifier que (b, (3) est un morphisme de graphe: soit (p, q) une aréte et (g,v) = 3 (p, q)
i.e. tel que p = g(d) et ¢ = g ov(d) alors:
ac o f(p,q) = aclg,v) = g = b(g(d)) = bo ar(g(d), g o v(d)) = bo ar(p,q)
we o B(p.q) = welg,v) = gov=0blgov(d)) =bow,(g(d),gov(d) =bow,(p,q)

Lo o B(p,q) = te(g,v) = (gv,v") = (b(g o v(d), b(g(d))" o b(g o v(d))
= (b(q),v(g o v(d), g(d)) = (b(q), v(q,p)) = B(g,p) = Botr(p,q)
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Lem ME  Soient E et B deux variétés riemaniennes avec E simplement connexe et soient I1: E — B
un revétement qui est une isométrie locale et G un groupe discontinu d’isométries de F
admettant un domaine fondamental polygonal d et qui passe au quotient (i.e. tel que G est
inclus dans le normalisateur du groupe I des transformations de revétement.

Alors le pavage P associé a d et G passe au quotient, c’est-a-dire que I'ensemble des images
dGe chaque pavé par la projection de revétement forme un pavage P’ de B associé au groupe
/T

De plus toute transformation vicinale de G est envoyée sur une transformation vicinale de

G/F-

DEMO On sait, depuis le chapitre sur les isométries d'un quotient que Iso(S) = N(F)/[‘ via le
morphisme d’abaissement v (dont le noyau est I'). Donc G / [ est un groupe d’isométries de S.
Pour montrer que le pavage passe au quotient, il faut montrer que {II(p) |p € P} est un pavage
associé a a(G) = G/ . Pour cela, montrons que /1 (d) est un domaine fondamental de o(G) =
G/[’. Remarquons que ’on a:

() |peP) = {ITog(d)|ge G} =falg) o H@)|gec) =" {aIl@)|hea@)

Ainsi et grace a la surjection de I7, il est clair que les images de II(d) recouvrent tout S.

Il reste & voir que h # b’ € a(G) = h(d) N K/ (d) C Oh(d).

Prenons h # I/ € a(Q) en supposant que z € h(II(d))Nh'(I1(d)). Soit alors y tel que 11 (y) =
Alors on peut trouver g € o (h) tel que g(d) > y. En effet, si tel n’était pas le cas, on aurait pour
chaque g € a*(h) que y € g; or « est surjective, donc on peut trouver g € a*(h) et, puisque
kerav = I on a que a*(h) = I'-g. Ainsi, selon notre hypothese, on aurait pour tout v € I" que
y & Yg(d) ou mieux, on aurait pour tout v, d € I que y & d*vg(d) i.e. dy & Yg(d). Alors on
aurait que x = Il (y) € Il o g(d) = a(g) o I1(d) = h o II(d) ce qui est absurde, on peut donc
trouver un tel . On fait exactement le méme raisonnement pour obtenir ¢’ dans o (h') tel que
y € ¢'(d). On obtient donc que y € g(d) N¢g'(d). Or h # h' donc g # ¢', ainsi y € dg(d). Par
I’homéomorphisme local de II autour de y on obtient que y € II(9g(d)) = Oh(1I(d)).

On a donc montré que I1(d) est un domaine fondamental de G / [ et que ’ensemble des images
par les isométries de G/ " est le méme ensemble que {II(p)|p € P}. Observons, en outre que
I'image d’une géodésique par II est une géodésique puisque I1 est une isométrie locale et que
la propriété d’étre une géodésique est une propriété métrique locale. Ainsi donc I1(d) est un
polygone et donc le pavage image par I1 est bien le pavage de G / I.

Soit, enfin, v € G une transformation vicinale alors v(d) N d est un segment géodésique ou est
tout d. Considérons I (v(d)Nd) = a(v)(IL(d)) N II(d). Sic’est tout d alors v est I'identité (do-
maine fondamental), sinon c’est I'image par 1] d’un segment géodésique, c’est donc un segment
géodésique. On conclut que a(v) est une transformation vicinale.

Q

Dans notre cas

On se rappelle le chapitre Groupes Triangulaires: soit Aabc un triangle ayant angles T 5, 5 et = respec-
tivement aux sommets a, b et ¢. Dans ce chapitre on a montré que le groupe triangulaire T(2 3,7) était
engendré (par exemple) par la rotation d’ordre 2 en a (appelons-la ¢) et la rotation d’ordre 7 en (appelons

la ¢) et qu’il admettait la présentation:
T(2,3,7) =< T,L|P=(TL)>=7"T=1>

s
7
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Dans ce méme chapitre on a montré que la réunion du triangle Aabc et de son
symétrique par la des réflexions le long d’'un quelconque c6té était un domaine fon-
damental de T'(2,3,7). Choisissons la réflexion le long de [a, ¢] pour obtenir le triangle
A" = Aab'c. La réunion de A et A\’ est alors encore un triangle, noté d, dont les cotés
sont: [b,b'] (dont le support est le méme que [b,al), [b, ] et [/, c]. On vérifie alors que
T et L sont des transformations vicinales: en effet T envoie le coté [c,b] sur le coté
[c, b'] puisque I’angle entre [c,b] et [c,a] est de %, ainsi 77 en est aussi une. De méme
L est une rotation d’angle 7 donc [b, b'] est invariant par ¢ car le centre a est sur [b, a]. a
Ainsi donc T et ¢ sont des transformations vicinales et donc le graphe de Cayley de
T(2,3,7) est le méme que le graphe de proximité du pavage par la réunion de ces deux
triangles.

Au chapitre précédent, on a contruit une surface S quotient de D? par un sous-groupe ' de T(2,3,7) qui est
le plus petit sous-groupe normal de T'(2,3,7) contenant la transformation (73¢)%. On a également montré
que le normalisateur de I” dans Iso™ (D?) était exactement T'(2,3,7). Notons 1 : ID*
de revétement.

>S5, la projection

Lemme  Ainsi Iso*(9) ~ T(273>7)/F via le morphisme d’abaissement o: T'(2,3,7) >Is07(s).
Appelons encore T _et ¢ les images de T et ¢ par le morphisme d’abaissement. Alors I'so™(.9)
satisfait a la présentation:

<T =T =1T=(TH)t=1>
et est donc isomorphe & PSL, (F7).

DEMO Puisque le morphisme ¢ est surjectif et que 7 et ¢ engendrent tout 7(2,3,7), il est clair que
T et L € Iso™(S) engendrent Isot(S). Sachant encore (on I’a montré au chapitre des groupes
triangulaires) que T'(2,3,7) admet la présentation < 7,0|2 = (71)3 =77 = 1 > et que Iso™(9)
est le quotient de 7T'(2,3,7) par I’enveloppe normale de (73¢)* on conclut que Iso™(S) admet la
présentation :

<T [P =T =7"=(T3)t=1>
Or on a montré en décrivant PSL, (IF7) que ce groupe admettait la méme présentation. On peut
a donc un isomorphisme entre Iso™(S) et PSLy (IF7) en envoyant T et ¢ sur les T et ¢ construits

dans le chapitre premier (la translation d’amplitude 1 et l'inversion). De plus on a, par cet
isomorphisme le graphe de Cayley de Iso™(S) relativement aux générateurs T et ¢.

Lem ME  11(d) est encore un triangle dans S c’est-a-dire un polygone simplement connexe dont le bord
est composé de trois géodésiques.

DEMO Pour montrer cela, on montre que I |4 est encore un homéomorphisme de d sur 11 (d). Forcément,
11|, est surjective, qu’elle ne soit plus injective alors, il y aurait z # y € d tels que I (x) = I (y).
Il y aurait donc 7y € I tel que y(x) = y. Puisque = # y on a 7y # Id|Dz et donc que x et y € Od.
Ainsi y € y(d) Nd.

Mais les pavés qui intersectent d sont des pavés de la forme y(d) ot 7y € {Id|s, LR (TOR TR K € IN}
donc (domaine fondamental) ¥ est une de ces transformations qui toutes fixent un point. Or on
a montré que I agissait librement sur |D2, c’est-a-dire qu’aucun élément de I n’a de point fixe.
Absurdité. On en conclut que I7|; est une bijection.
En vertu de I'isométrie locale elle est donc une isométrie de d dans I (d) et donc I (d) est bien
un polygone simplement connexe a trois cotés.

Q
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Quelques petits sous-groupes de PSL 2(\F7)

On a donc obtenu un pavage en 168 triangles de notre surface S. La démarche de cette derniere partie est de
reprendre le morphisme p: Sy — PSL; (F7) qu’on avait trouvé au chapitre III et d’en trouver un sous-groupe
d’ordre 4. Il s’averera que ce sous-groupe admettra, comme domaine fondamental, un espace homéomorphe a
une sphere ou I’on a enlevé trois disques ouverts dont ’adhérance est disjointes. Ce domaine sera un candidat
idéal dans la mesure ou il représente un des quatre sommets de la surface bord d’un “épaississement” du
1-squelette d’un tétraedre. Nous pourrons alors facilement assembler ces 4 piéces pour construire (en tissus,
en bois ou en pierre) notre surface afin de la rendre visible.

Lemme  on a montré dans la description de PSLy (IF7) (chapitre III) que qu’on pouvait trouver un
morphisme p: Sy — PSLs (IF7). Ce morphisme est injectif et donc f(Sy) est un sous-groupe
de PSLy (F7) & 24 éléments. On a méme donné explicitement ce morphisme en termes de
générateurs et relations: Sy est engendré par «v et (3 et 14 envoie

ou—>7'o77i:To(T30L0T5oLoT3oL):7‘40Lo7'5oLo7'30L
B T5010Ton,=7"0tL0To(TP0toT3 01075 01)
=750 (7%0107%0107% 0Tt 00T 01 =T5010T 0L0T 01
Une transversale de 'action a gauche de S est I’heptagone contenant le 1, c’est-a-dire le

sous-groupe Try = {7*|k=0,...,n} et donc, I'image de S; dans Iso*(S) admet comme
domaine fondamental la réunion des 7 triangles 7%(d) qui est un heptagone.

DEMO Pour montrer que le morphisme est injectif, il faut construire les images des éléments de Sy
dans PSL; (F7). On le fait en utilisant la liste des mots donnée dans ce méme chapitre III et
en construisant son image en suivant le chemin. On obtient effectivement 24 sommets. Dans la
mesure ou l'on peut faire confiance a la personne qui a dessiné ces chemins, on peut dire que
I'image de Sy par p contient 24 éléments et donc que L est injective.

Pour montrer que la transversale proposée en est bien une, on montre que les images de T'ry par
multiplication a gauche par les éléments de p1(S4) sont disjointes. Mais cela se voit directement
dans le graphe puisque le sommet représentant ,u(O')Tk n’est rien d’autre que le bout du chemin
dans le graphe obtenu en suivant & fois les arrétes T depuis le sommet représentant (1(0). On voit
effectivement dans le méme graphe ci-contre que ces heptagones sont disjoints. Alternativement,
on peut se baser sur ’ensemble des sommets représentants les images des éléments de Sy par
L que Pon a tracé plus haut pour voir que, ((Ss) N Try ne contient que la translation identité
79 = 77. Dés lors si I'on avait & et ( € (Sy4), tels que 7% = (7! avec 7! # 7% on aurait que
Tt = £1C € u(Sy) et donc 77! =1 ce qui est absurde. Dot {fu(Ss) - 7% |k =0,...,n} est
une famille disjointe d’éléments de PSL; (IF7).

En outre cette famille recouvre tout PSLy (IF7) puisque:

Card({j(Ss) - 7" |k €IN}) =168 =24 -7 = Card(Sy) - Card({T* |k € N})
Et que PSL; (F7) contient également 168 éléments.

On a donc trouvé une famille Tr; qui contient un et un seul représentant de chaque classe de
PSLs (F7) modulo 4(Sy) & gauche. D’olt T'r; est bien une transversale de Schreier & gauche de ce
sous-groupe.

Q
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Lemme

Lemme

DEMO

Le sous-groupe A, d’indice 2 dans Sy est le noyau du morphisme de signature. Ainsi en
prenant une permutation paire et une permutation impaire on obtient une transversale de A4
dans Sy (& gauche ou & droite puisqu’un noyau est normal). En regardant sur le graphe, on
voit que Up(aBat)T*(d) = UT*17%(d) est un heptagone voisin de I’heptagone fondamental
UTk(d) de plus (43) = aBa’* est impaire et l'identité est paire donc {(), (43)} forme une
transversale de A, pour Sy et donc UT*(d)UT*17%(d) est un domaine fondamental de I’action
de p(A4) dans S.

CLAIR

Puisque £4((134)) = p(Ba[) = 7t, le pavé p((134)) (UT*(d) UT*LT (d)) est voisin du
domaine fondamental UT*(d) U T4.7%(d) (en effet, I'arréte (7,¢) les relie). De méme, on a
que 4((143)) = p((134)? = 7eTL = ¢7% donc larréte (1,¢) relie le domaine fondamental &
son image par f4((134)?). Ainsi cette transformation est une transformation vicinale.

Donc 'image du domaine fondamental choisi pour l'action de ((A4) sur S par le sous-groupe
O = {u((), pu((134)), 1£((143))} est encore un domaine connexe.

On montre dans ce lemme que le sous-groupe {2 engendré par f1((14)(23)) et p((12)(34)) est
une transversale pour l’action & droite de @ et donc que @ est une transversale de 2 pour
son action & gauche. Ainsi les images du domaine fondamental de ((A4) par le sous-groupe
© forment un domaine fondamental de 2.

On établit I’ensemble des images de I’application a =423 0 1324 (143) y
(z,y) € 2 x O — x-y € A, dans le graphe. = (1923 -
Et I'on voit que cette image est surjective et donc

(puisque ces ensembles ont mémes cardinaux) in- (1390 (134)

jective. Ce qui veut dire que dans l’ensemble {2

il y a un et un seul représentant de chaque classe 123
modulo l'action & droite de @ et que dans @ il

@23
=(14)23) (134)

y a un et un seul représentant de chaque classe

modulo l'action & gauche de {2. D’olt la conclu- 2 ey
sion. =990 =(12)(34)
(139 2(14)(23) (143) (129 =0 (149)
(142) = (12)34) (130 (89Z(13)(24) (134)
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PrOpOSITIOH Le domaine fondamental de {2 est homéomorphe & une sphére oll 'on a envlevé trois
disques ouverts d’adhérences disjointes. 1l s’agit donc d’'un “pantalon”. La surface S
est donc le collage de ces quatre pantalons va donner un surface tubulaire qui peut étre
représentée comme “I’épaississement du 1-squelette” d’un tétraedre.

DEMO

En vertu de I’équivalence: p et g sont deux pavés
voisins si et seulement s’il y a une arréte du
graphe de proximité entre p et ¢ (i.e. s’il y a une
arréte entre b(p) et b(q) dans le graphe de Cayley
de I'so™(S) et puisque I'image de d est encore un
triangle, on peut dire que le domaine fondamen-
tal de {2 est un “assemblage” de triangles (un
2-polyedre) et que Iassemblage est décrit par le
graphe.

On trace le graphe de ce domaine fondamental
en gardant libre les arrétes manquantes et 1’on
obtient le graphe suivant:

On voit donc qu’il s’agit d’un disque percé de deux trous, qui n’est rien d’autre qu'un pantalon.
On a donc bien décomposé notre surface en quatre pantalons, il est maintenant aisé de la réaliser

manuellement.

Q
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Appendice au chapitre ll

VALIDATION DES GRAPHES SUPPOS ES

Cet appendice a pour but de démontrer explicitement ’inclusion des groupes fondamentaux entre les graphes
que 'on a supposé étre le graphes de Cayley de nos groupes et les graphes de Cayley des groupes abstraits.
On applique ici la technique décrite a la fin du chapitre I, pour obtenir un revétement du graphe que 'on
a dessiné sur le graphe de Cayley. Il s’agira de calcul symbolique sur les groupes abstraits donnés par les
présentations.

LARBRE MAXIMAL POUR A 4

Ci-contre se trouve un graphe dessiné, ce qui, on ’a accepté, représente

bien un graphe, générique de degré 3 et catalogué sur le bouquet <4 y
a base X = {a,a",v}. Appelons-le E. Le but est de montrer — SR
que l'on a un revétement de ce graphe sur le graphe de Cayley du
groupe abstrait: v
U=<afla’=7"=(ay)'=1> |
On dessine, dans ce graphe un arbre (on voit & oeil que ¢’est un ar- 'E
bre) maximal (il atteint tous les sommets). Cela nous permet alors,
d’apres l'outil énoncé en fin du chapitre I, de vérifier que le groupe
fondamental s’envoie, par I’isomorphisme entre les revétements uni-
versels induit par le cataloguage, dans le groupe fondamental de
C(U,{a,a*,7v}). On vérifie pour cela que chaque chemin X (a) a
comme représentant en mot sur 'alphabet {c, a*,y} un mot que
I'on peut simplifier selon les regles de U.

ad=1

1 a? 1
3 2

2 a?yatya? = = (@ y)(ya?) = 1
(ay)3=1

3 a2yalyalya=a Y (atvaTlyaTly)a = ala=1
4 avaPya = alyya =1
5 a lyalyaTly =1

=1
6 Yoy = 1
7 yalyaTlva? = yaTlyaTlyatl =1

On a donc vérifiée que le groupe fondamental de ce graphe E est bien envoyé dans le groupe fondamen-
tal de C(U, {a, a*,~v}) par 'isomorphisme des revétements universel induit par les deux cataloguage sur
B({a,a,v}). On peut donc appliquer le théoréme final de la théorie des graphes de Cayley qui nous dit
alors que l'on a un revétement du graphe D sur C(U, {a, o™, v}).
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LARBRE MAXIMAL POUR S 4

Ci-contre se trouve un graphe dessiné, ce
qui, on I’a accepté, représente bien un graphe,
générique de degré 3 et catalogué sur le bou-
quet a base X = {OgO[ﬂﬁ}. Le but est
de montrer que 'on a un revétement de ce
graphe sur le graphe de Cayley du groupe
abstrait :
U=<ao,pBla3=p3?=Pa)yt=1>

On dessine, dans ce graphe un arbre (on
voit & l'oeil que c’est un arbre) maximal (il
atteint tous les sommets). Cela nous per-
met alors, d’apres l'outil énoncé en fin du
chapitre I, de vérifier que le groupe fonda-
mental s’envoie, par 'isomorphisme entre les
revétements universels induit par le cata-
loguage, dans le groupe fondamental du graphe
C(U, {a, o, ﬂ}) On vérifie pour cela que
chaque chemin x(a) a comme représentant
en mot sur ’alphabet {Oz,a’l,ﬁ} un mot
que 'on peut simplifier selon les regles de

U.

1ad=1 \ .

2 porf =" 387~

3 fa~tfalfaf = (Ba! B)(Bap) =1 .

4 Ba~fatBa1fa? = ala o fa Ba Ba? R

5 a?fa’fa? = (a7?f)(Ba?) =1

6 o ?fa~!fa’fafa’ = (a7*fa! B)(Bafa?) =1

7 a?fa"pafafa = a2 (Ba o fa fa)a? = a e =1
8 a'falfa(a!B)(Ba) =1

9 a'fafafa P =1

—
o

fafa’Ba!f = (BaB)(Ba'P) =1

pafa~!fafa faf = (Ba)(Bafa~! o) (a?f) = (Ba)(a?F) =1
papa~tBa’fafatf = (Bafa ! B)(Bafa!f) =1

papa~!Bafa! fafa? = fafa(afafa)afabe’ = fafabe?fafaba?

(Bayt=1
= (Bafafa)(afafafa)a = (a*F)(Ba) =1
On a donc vérifiée que le groupe fondamental de ce graphe D est bien envoyé dans le groupe fondamen-
tal de C(U, {a, o, 3 }) par l'isomorphisme des revétements universel induit par les deux cataloguage sur
B ({a, o, }) On peut donc appliquer le théoreme final de la théorie des graphes de Cayley qui nous dit
alors que l'on a un revétement du graphe D sur C(U, {a7 o’ ﬁ})

»—
— = =
W N =
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LARBRE MAXIMAL POUR PSL ,(F,

Ci-contre se trouve un graphe dessiné, ce qui, on ’a accepté, représente bien un graphe, générique de degré 3
et catalogué sur le bouquet & base X = {7, 7*,¢}. Appelons-le F. Il faut prendre garde que ce graphe n’est
pas planaire mais qu’il se referme sur lui méme, cela veut dire qu’il faut prendre garde a tous les renvois
pour chacun desquels le dessinateur a pris soin d’indiquer la direction du correspondant.

Le but est de montrer que ’on a un revétement de ce graphe dans le graphe de Cayley du groupe abstrait:

H=<T1,|>?=(T)}=7"=(T31)*=1>

On dessine, dans ce graphe un arbre (on voit & 'oeil que c’est un arbre) maximal (il atteint tous les sommets).
Cela nous permet alors, d’apres loutil énoncé en fin du chapitre I, de vérifier que le groupe fondamental
s’envoie, d’apres 'isomorphisme entre les revétements universels donné par le cataloguage, dans le groupe
fondamental de C'(H,{T,7?,t}). On vérifie pour cela que chaque chemin X (a) a comme représentant en
mot sur Palphabet {7,77?, ¢} un mot que 'on peut simplifier selon les régles de H.

Cette longue vérification se fait a la main en parcourant les arétes du graphe qui ne sont pas dans l’arbre
maximal et en décomposant chacun de ces termes en utilisant les regles de simplifications de H. Par mesure
de lisbilité, on ne donner les arguments nous permettant de faire cette simplification.

TT=1
T = =1
(Tv)3
TITLITL = =1
TT=1 (Tv)3=1

Tt = et = =1
(
Tir 2 =T )3T = =1

T_1 (T1)3=1

,
ThrSr 3 = =713 = =1
hrhirhr Tt =130 )3 = =1
Thr=Yir—hr S =7r4r )3t =1

T7=1 (T1)3=1
TSt = TherT1)3 T = =1
TT=1

ity = =1

© o0 N O Ot ke W NN

TiTTur 7l =1

—
o

THTIT 2 =1

—
—

ThrlirT3 =1

—_
[\)

Thrir—t =1

[
w

TOUTIT 5 =1

—
W~

ST 6 =1

—
ot

(T1)3=1
Tt R = e (2 = i 2 =T ()3l =11
TT=1

T 23T = (T2t =1

—_ =
~N o

TT=1
T2 203072 = Tt N (e hur T Y2 = oY (r e e ) T 2
=TT )3t =1
T7=1

19 TR T3 = = (TR () =1

[
oo

TT=1
20 TR TATTUT 0T = (TATS) (T2 =11
. _(tv3=1 .
21 T2urSur— i B3 =2t (T ) T3 = RS e ) 3
(r1)3=1 T7=1 (T1)®
= 72r%ur W3 = (rhrthr )2 = =1

T=1

.
22 T3ThTi T T3 = (TR (et T3) = 1

Appendice au chapitre lll -73- Validation des graphes supposés



T_
23 TI T TS T BT = (T3 =2) (T2 3T 3) =1
T_
24 T2 iTS T T = (T3 20) (LT 73) =1
25 T3 hr Tt = Y (e ) T e o T3 hr bt =33 T3 =1
26 T3 2T 2 T = T (e )T = P (e e ) e
=711t hr i)t =1
27 T3 TTO T =3 = (Thr) (3 =1
28 THT AT TTOT AT = (TR ) (Tt ) =11
209 Thrhir ot = vl (r T ) T i S = A er )T =11
30 THT 2203 = T2 AT T T DT AT =TT T (T ey =1y =1y S
=751 lurThirl)) =1
31 TP =St = oS (rhur T YT S = P (e her ) T =11
32 tOT PS8 = (TS ) (e ) =1
33 TSPt =6 = 7607 5(
34 TSt turS et 0 = (TS ) (LTt 6) = 1
35 7O T 2T =8 = (T~ 20) (LT 0) =1
36 TOLT 23S T T 3T O = (TSR3 (L R TR0 = 1
37T TCr=2ir Wr 2 =75 r Y v hur~ur )= hurhir T =11
38 TOr =22 Turtur =6 = (TSR~ (et 8) = 1
39 T2t B =TS (T T2
=75 r Yt hurur Yr - =1"r =1
40 1P TP = (LR (TR =1
Nt hrm 2 =t Y rhr Tt =it = 1
2 mrtir Tt =t N (e ) T2 T = oS (e ) T e
=t hrThirTl =1
43 3T = (Tur) (et ) = 1
44 T8 = (o) (Lt ) = 1
45 T3S e T2 = TSmOt et = TS (00T uTO) TO Tt = T2 OOt
= T2(rlTO o) TS = T2 =11

LT~ )T 0 = (TS B (T ) =1

A T2 34 = 1o 3 (Temuemer) TR e = e e 4
3.4 =
=Tr 33Tl = T
T_

B Tur2rrhirr = murururtr ot = (Ter)T3(Ter) (L) T(TUT) (TUr) T3

= 1703 = oS (e ) TS = urCerSerter e

=TSO (T Tt ) TS = 1S TOuTe = 1
C mur=2urduriur=ur2ur =S = mur =2t (r— e lur Y720t =S = St e =6

=TT (TUTUTYYTUT? 0 = Tumur3eror o = (Tumer) T2 = or2(T8Tr8) T2 = omemer = 1
D T2 Tur 3urAr?ur 0 = murSurturiur?ur = (Tur) (Thrthuer ) Ter e

= (TeTLT)T(TUTLT)(TLT) = LTUTLT =1
E 72rm o~ wr?er =8 = 72um3ur?urbur?or = 78(m3urm3ur3) (rOurCurS) T3t

=7 Tturthir =16 =T8T =1
F r2urdur =43 = = t2urder3uror = 78 (m3erurur3y) T =1
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G T2 imertr 8 = TR (T TR = TA(erduriuriur) TS = 20 =1

H 72m3er =2 Sur?or 30 =3 = T2urdurSurturuor ot = 72rdor i (Tor) (Tor) (Ter) T30t
=723 (L0 (700 (L8 ) T3t = Tttt et
= 1218 (Thrtr ) TO T = T2 (0TSO TS = T2 = 1

I T2urterter =30 = = t2urhurturor? = TS (thurturhurt)T? = 1
J Thrhimerdurter? = 2t (memer)Thortor? = T2t T = T =1
K 72mumimSir =20 =2 = 2urdumurdurhur? = 2t (merer) Thrter? = T2 etturturtur ) T = 210 = 1
L 72urourerder?er = = 720mour2ur3er?erd = 72 S (T3ur3er3) mOurd = t2urdurSerterSers
= 7137070 (OO T O T3
= T3TuTuTterr? = T3 = T (O TS TO ) T = T3 =1
M T2rdr = fr P =3ur?er 0 = TRt urSur? et = TR (T TSttt

= TUT?T O TS T = T2r RS uTSuT T
T2T3(TOTO) (TCLT0) (60T T30 = T3 = TS (33T = 1
N 72050 302075 = T2urSurturSer?e = T3(760r0) (00T C) O (T80T O) (7O TO) T3
= T3l 230 = T3 (TS TO) T3
=73hririmie =1
O T332 —lur =50 = T3ur3um2um0ur? = T3 (T ST T3 = ThrduTer = 1
P murdir—tr—t =33 =1

Q Thrdirtirhrr T = Tttt = TRurduer A (o) (Tt (Ter) T3
=T33t (L) T3 = (TR (o) (T3eT3erd) = (brt) (0r8) (erhe) = T O T =1
R T3um3uriiromuror®or = (3o T (Ter o) T (T ) (T ) (Tur) = emhemimire = ot (Lmerer) T30 = 1
S T3t ~trthimhr Tt = Taurdurhurthrther e = (TR T (Tor) (o) (Ter) T30
=TTt = o3 () TR = uTAurhTir’3 = 1
T T3rder =23 —Pur 30—t = Thrdurturiur et = (TRuriur ) T (Tor) T (o) (Ter) TR ©
= vThmiTCer ST = o3 (Temer) T (e o) TR T3S = ur3erterterSer©
=17 (Tt ) TOLTC = 17O TO LT =1
U murdir~2urturtor =30 =0 = m3urdurdurturtrter? = (T3 T (thurtur ) T (Ther e ) 1O
=TT er3ers = ot TS e A (Termer) TR = erter et TS
=TT (Tur)(ToT)(Ter) T = ettt = 1
V 3t~ trSer?urter =0 = m3urturSurSur ot = (T3 O (TOu ST Tt =
cThruerier i = ot (T3 (Tor) = ottt = et = 1
TIT3Ir M3t =0 = T3 Curertur = (TR (0TS (Thr ) T = ettt = 1
Thr=irtirhr b = Y (thrtur )T 0 = 1
TIT2 -0t 0 = TS uThur = TRt (T ) (T ) T = TRttt T = T3 = 1
TIUT 2T 205 =8 = T3St = T3 (Tur) (T (o) TR

N < e =

=3ttt )T = 33T =1

a T 2 TSm0 = T3urturduriurter?or = THTS LTS ) (TS ) T TSt AT
=thriirhirhirtr?er = TS (Thurtur ) T (T o) T T = TRl oS ur
= 7T (T ) TO T T = T TS 3O e = TR (OO (TS )T (7O LTS LT O) TO LT
=720t = OO TS T = TS (OO TS )T = 1

b Thrdir =l =30 = ThrdurCurSertur?er = Tt (urCurSerS) T (o) (T ) (TLUT)
=thrhirhiTh =1
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c TS T = Tt ur oot = Thrdurd (muerer) TR TS = Therter3er3ers
=T(T3r3r3ri)Té =1

d T3 B trter =8 = Tl Certer?ur e = T (O T e S) T (U ) (T ) (T
=TthrhiThiTh =1

e THT 2?0 = Thrturtur it = Tt (T ) (T ) (o) = Therhirtirte = 1

f rhor—imrhrtirtor T = TS umutSerturtor = Tt (Toerer) T (Tur ) (o) (Tor) = Therhurturte = 1

g T2 Surdirtr =8 = ThrSuT?urdur i = Tt (o) (Tuer) T(Ter ) (ToT) = TR TS e
=rthrhri(Timer)Th = Tttt = 1

h 7hr = 2ur =430 = ThurSurhimurtor i = TR T (Tur ) T (T ) (TLT)
=TT rh T = TUTS (Tur) (T ) (Toer) T = TRt = 1

i o3l 3T = T Surder S = TRhurdur3(Tiurdur3y) (Tur) T

TOUT3IT3 (T ) eTOuTds = T (T T = 1

k Tt S = thurturtur T = T(thurtur et T = 1

1 702?23 = 7O eSS = T (o) (Tur) (Toer) T AT
= mhrtirhirtrtuTS = TP (erturturhur )T =1

m 762330 = TSty = (TS (T3 er3) T = TS TO L = 1

n 7O TSt e lurtr 0 = Thrturtur oot
=755 (ThrCrtrt ) TR = (TSP (TRT) = 1

o TS~ 23Tty = TSuTSuTSurtu3ere e = (TOuTS) (OO (AT T ) (TOuTO) (7O 1T 6)
= (T2 (LT3 (L) = 0T T3 T2 = 1

On a donc vérifiée que le groupe fondamental de ce graphe F' est bien envoyé dans le groupe fondamen-
tal de C(H,{7,7*,¢}) par l'isomorphisme des revétements universel induit par les deux cataloguage sur
B({T,7",t}). On peut donc appliquer le théoréme final de la théorie des graphes de Cayley qui nous dit
alors que l'on a un revétement du graphe F sur C(H,{T,7",t}).

Appendice au chapitre lll -76- Validation des graphes supposés



BIBLIOGRAPHIE

[Berger-Gostiauz (1987)]
Marcel Berger & Bernard Gostiaux, Géométrie différentielle: wvariétés,
courbes et surfaces, P.U.F., Paris, 1987

[Burnside (1955)]
W.Burnside, Theory of Groups of Finite Order(2™? ed), Dover Publications,
New York, 1955

[Klein-Fricke (1890)]
Felix Klein & Robert Fricke, Vorlesungen tber die Theorie der elliptischen
Modulfunctionen, B.G. Teubner Verlag, Leipzig, 1890

[Maskit (1988)]
Bernard Maskit, Kleinian Groups, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg, 1988

[Lyndon (1985)]
Roger Lyndon, Groups and Geometry, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1985

[Lyndon-Schupp (1977)]
Roger Lyndon & Paul Schupp, Combinatorial Group Theory, Springer Ver-
lag, 1977

[Wolf (1974)]
Joseph Wolf, Spaces of Constant Curvature, Publish or Perish, Boston, 1974

[Zieschang (1981)]
Heiner Zieschang, Finite Groups of Mapping Classes fo Surfaces, Springer
Verlag, Berlin-Heidelberg-New-York, 1981

Appendice au chapitre lll -77- Validation des graphes supposés



Construction combinatoire d’un groupe d'Hurwitz
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